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Ââåäåíèå

Â äàííîì ìåòîäè÷åñêîì ïîñîáèè îïèñàíû è îáîáùåíû ëåêöèè ïî
òåîðèè èãð, ïðî÷èòàííûå íà Ëåòíåé Îëèìïèàäíîé Øêîëå â 2016
ãîäó.

Êóðñ îðèåíòèðîâàí íà øêîëüíèêîâ 8-11 êëàññîâ è ïðîñòî âñåõ
òåõ, êòî èíòåðåñóåòñÿ òåîðèåé èãð. Äàííûé êóðñ íå òðåáóåò ïðåäâà-
ðèòåëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé è ýêîíîìè÷åñêîé ïîäãîòîâêè.

Î ÷¼ì æå äàííûé êóðñ?
×òî òàêîå èññëåäîâàíèå îïåðàöèé? Ýòî íå òå îïåðàöèè, â êîòîðûõ

êîãî-òî ðàçðåçàþò è âûòàùåííîå èññëåäóþò.
Èññëåäîâàíèå îïåðàöèé � ïðèìåíåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ, êî-

ëè÷åñòâåííûõ ìåòîäîâ äëÿ îáîñíîâàíèÿ ðåøåíèé âî âñåõ îáëàñòÿõ
öåëåíàïðàâëåííîé ÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè. Èññëåäîâàíèå îïåðà-
öèé íà÷èíàåòñÿ òîãäà, êîãäà äëÿ îáîñíîâàíèÿ ðåøåíèé ïðèìåíÿåòñÿ
òîò èëè äðóãîé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò.

Íó, ÷òî òàêîå èãðà, â ïðèíöèïå, âñå ñëûøàëè, äà è ñòàëêèâàëèñü ñ
ðàçëè÷íûìè èãðàìè íå ðàç. Íî êàê ñâÿçàíû èññëåäîâàíèå îïåðàöèé
è èãðû? È ïðè÷¼ì æå çäåñü ìàòåìàòèêà?!

Íà÷í¼ì ñ ãëàâíîãî âîïðîñà � ÷òî æå âîîáùå òàêîå òåîðèÿ èãð?
Èãðà íà÷èíàåòñÿ âñÿêèé ðàç, êîãäà ëþäè êàê-òî ïûòàþòñÿ âçàè-

ìîäåéñòâîâàòü äðóã ñ äðóãîì.
Ðîìåî è Äæóëüåòòà ñûãðàëè â èãðó ¾äàâàé ïîæåíèìñÿ¿, íî èç-çà

íåïîëíîé èíôîðìàöèè, äà è äðóãèõ ôàêòîðîâ, ïðîèãðàëè îáà.
Âûåçæàÿ èç äîìà íà ðàáîòó, êàæäûé ó÷àñòíèê äîðîæíîãî äâè-

æåíèÿ èãðàåò â èãðó âçàèìîäåéñòâèÿ ñ îñòàëüíûìè ó÷àñòíèêàìè,
ïûòàÿñü ìèíèìèçèðîâàòü ñâî¼ âðåìÿ â ïóòè. Êñòàòè, îá ýòîì ìû
åù¼ óïîìÿíåì ïðè ââåäåíèè ïîíÿòèÿ òðàíñïîðòíîãî ðàâíîâåñèÿ.

Àóêöèîí � ýòî ñîâñåì ÿâíûé âèä èãðû, êàê è âîîáùå ëþáûå
ñäåëêè è íàçíà÷åíèÿ öåí. Íàïðèìåð, åñëè ÿ ðåøó îòêðûòü î÷åðåä-
íóþ ñòîëîâóþ íà ôèçòåõå, ìíå ïðèä¼òñÿ ñûãðàòü â áîëüøóþ èãðó ñ

2



ðóêîâîäñòâîì äðóãèõ ñòîëîâûõ, òîëïîé ñòóäåíòîâ è äðóãèìè ñòîðî-
íàìè.

Äàæå êîãäà âû áóäåòå óñòðàèâàòüñÿ íà ðàáîòó, âû áóäåòå èãðàòü
â èãðó ¾ß õî÷ó ÂÎÎÎÒ ñòîëüêî äåíåã, íî è âîîîò ñòîëüêî ïîäîé-
ä¼ò. Ñêîëüêî áû ïîïðîñèòü, ÷òîáû è ìåíÿ ïðèíÿëè íà ðàáîòó, è ìíå
äîñòàëîñü êàê ìîæíî áîëüøå?¿

Êàê âû óæå ïîíÿëè, òåîðèÿ èãð � îäíà èç âåñüìà âàæíûõ òåì.
Åñòåñòâåííî, ñïåöèàëèñòû â òåîðèè èãð íå óòâåðæäàþò, ÷òî ìî-

ãóò äàòü îòâåòû íà âñå ïðîáëåìû â ìèðå. Ëó÷øåå, ÷òî îíè ìîãóò
ïîíÿòü � ÷òî ïðîèñõîäèò, êîãäà ëþäè âçàèìîäåéñòâóþò ðàöèîíàëü-
íûì îáðàçîì.

Õîðîøî, ÷òî ìíîãèå ëþäè íå âñåãäà âåäóò ñåáÿ èððàöèîíàëüíî,
õîòÿ è íå âñåõ ìîæíî ëåãêî ïîíÿòü. Áîëüøèíñòâî èç íàñ, ïî êðàéíåé
ìåðå, ïûòàþòñÿ îòíîñèòåëüíî ãðàìîòíî òðàòèòü äåíüãè, äà è âîîáùå
íå äåëàòü ñòðàííûõ è íåïðåäñêàçóåìûõ ïîñòóïêîâ áîëüøóþ ÷àñòü
âðåìåíè; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ýêîíîìè÷åñêàÿ òåîðèÿ íå ìîãëà áû
ñóùåñòâîâàòü âîîáùå.

Äàæå åñëè êòî-òî ïîñòóïàåò íå ïîäóìàâ, ýòî íå îáÿçàòåëüíî îçíà-
÷àåò, ÷òî îí âåä¼ò ñåáÿ íåðàöèîíàëüíî. Òåîðèÿ èãð èìååò íåêîòîðûå
óñïåõè â îáúÿñíåíèè ïîâåäåíèÿ íàñåêîìûõ è ðàñòåíèé, à óæ ñïîñîá-
íîñòü äóìàòü ó íèõ, íàâåðíîå, ìîæíî ïîäâåðãíóòü ñîìíåíèþ. Õîòÿ,
âîçìîæíî, ýòî ïðîñòî èç-çà òîãî, ÷òî ñìåíèëîñü íàñòîëüêî ìíîãî ïî-
êîëåíèé íàñåêîìûõ è ðàñòåíèé, ÷òî òå èç íèõ, êòî èìåë â ñåáå ãåíû
íåàäåêâàòíîñòè, óæå âûìåðëè.

Òàê ìîæåò, ìû ñîáðàëèñü ïðîõîäèòü ïðîñòóþ ïñèõîëîãèþ? Ìî-
æåò, ïðåäìåò ñòîèò íàçâàòü ¾ìåòîäû ðàöèîíàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ¿,
à íå ¾òåîðèÿ èãð¿?

Íà ñàìîì äåëå, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü äîñòàòî÷íî ÷àñòíûé
ñëó÷àé � ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ðàöèîíàëüíûõ èãðîêîâ
â óñëîâèÿõ ôèêñèðîâàííûõ ¾èãðóøå÷íûõ¿ èãð ñ èçâåñòíûìè ïðà-
âèëàìè. Ìàòåìàòèêà, êîòîðóþ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü, áóäåò äîñòà-
òî÷íî ïðîñòîé, õîòÿ íåêîòîðûå ýêîíîìè÷åñêèå ïîíÿòèÿ, êîòîðûå ìû
áóäåì ïðîõîäèòü, èçó÷àþòñÿ òîëüêî â èíñòèòóòñêîé ïðîãðàììå.
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×òîáû áûë ñòèìóë ñûãðàòü ñ âàìè â íåêîòîðûå ìîäåëüíûå èãðû,
ìû áóäåì èãðàòü íà áàëëû.

Èçíà÷àëüíî ó êàæäîãî èç âàñ áóäåò ïî 100 áàëëîâ, â ìèíóñ óõî-
äèòü íåëüçÿ. Òåì èç âàñ, ó êîãî áóäåò áîëüøå âñåõ áàëëîâ ê êîíöó
íàøåãî êóðñà, äîñòàíóòñÿ íåáîëüøèå ïðèçû.
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1 Èãðà ñ ïðèðîäîé, èëè ÷òî òàêîå ìàòå-

ìàòè÷åñêîå îæèäàíèå?

1.1 ×òî òàêîå ñëó÷àéíîñòü?

Âñå ìû çíàêîìû (íó èëè äóìàåì, ÷òî çíàêîìû) ñ òàêèì ïîíÿòè-
åì, êàê ¾ñëó÷àéíîñòü¿. Êàêîå ïðåäñòàâëåíèå âû èìååòå î çíà÷åíèè
ýòîãî òåðìèíà? Êòî ìíå ìîæåò ñêàçàòü, ÷òî ýòî òàêîå?

Ñàìûé ðàñïðîñòðàí¼ííûé îòâåò íà ïîäîáíûé âîïðîñ: ¾ñëó÷àé-
íîñòü âîçíèêàåò, êîãäà ïðîèñõîäÿò íåîæèäàííûå âåùè¿. À ÷òî òà-
êîå íåîæèäàííûå âåùè? ß äóìàþ, âû ñàìè ïîíèìàåòå, ÷òî òàêîå
îïðåäåëåíèå íå äà¼ò íàì ðîâíûì ñ÷¼òîì íè÷åãî.

Ââåä¼ì áîëåå ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå. ¾Ñëó÷àéíîñòü � ýòî ôàê-
òîð, êîòîðûé îïðåäåëÿåò èñõîä ýêñïåðèìåíòà èç ìíîæåñòâà âîçìîæ-
íûõ èñõîäîâ, èçâåñòíûõ çàðàíåå¿.

Íî ìîæåì ëè ìû ãîâîðèòü î ñëó÷àéíîñòè, åñëè ìû íå çíàåì çà-
ðàíåå ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ èñõîäîâ? Íàïðèìåð, ïðèõîäèòå âû íà
êîíòðîëüíóþ è ïîëó÷àåòå çàäà÷è. ßâëÿþòñÿ ëè îíè äëÿ âàñ ñëó÷àé-
íûìè? À ÿâëÿþòñÿ ëè îíè ñëó÷àéíûìè äëÿ âàøåãî ïðåïîäàâàòåëÿ?
Ïîäóìàéòå îá ýòîì.

Ñëó÷àéíîñòü ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà ðàçëè÷íûõ òèïà:
Îíòîëîãè÷åñêàÿ ñëó÷àéíîñòü � ñëó÷àéíîñòü ÿâëÿåòñÿ ÷à-

ñòüþ áûòèÿ. Íàïðèìåð, ïîäáðàñûâàíèå ìîíåòêè ìîæíî îòíåñòè ê
äàííîìó òèïó ñëó÷àéíîñòè.

Ýïèñòåìîëîãè÷åñêàÿ ñëó÷àéíîñòü � ýòî ñëó÷àéíîñòü, êîòî-
ðàÿ âîçíèêàåò èç-çà íåçíàíèÿ, íåâåæåñòâà èëè íåâîçìîæíîñòè ïî-
íèìàíèÿ êàêèõ-òî ïðîöåññîâ, íî íà ñàìîì äåëå òóò âïîëíå âñ¼ ïðåä-
îïðåäåëåíî. Íàïðèìåð, ïðèõîäèòå âû â øêîëó è âûÿñíÿåòå, ÷òî ñå-
ãîäíÿ ó âàñ áóäåò êîíòðîëüíàÿ. Âàì êàæåòñÿ, ÷òî ýòî ñëó÷àéíî, à
íà ñàìîì äåëå ýòî áûëî äàâíî çàïëàíèðîâàíî íà ïåäàãîãè÷åñêîì
ñîâåòå. Íî âû îá ýòîì ïðîñòî íå çíàëè.... Ôðàçà ¾Ñëó÷àéíîñòè íå
ñëó÷àéíû¿ � êàê ðàç îá ýòîì òèïå.

Î÷åíü ìíîãèå ëþäè è ïî ñåé äåíü, íå ãîâîðÿ óæå î áîëåå ðàí-
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íåé ïîðå, ñ÷èòàëè è ñ÷èòàþò, ÷òî îíòîëîãè÷åñêîé ñëó÷àéíîñòè íå
ñóùåñòâóåò, ÷òî âñÿ ñëó÷àéíîñòü íîñèò òîëüêî ýïèñòåìîëîãè÷åñêèé
òèï. Áîëüøèíñòâî ó÷¼íûõ îò ýïîõè Ïðîñâåùåíèÿ äî íà÷àëà äâàäöà-
òîãî âåêà ñ÷èòàëè, ÷òî, âîçìîæíî, ìû ïðîñòî íå çíàåì, êàê èìåííî
÷òî-òî ðàáîòàåò, íî âñ¼ ïðåäîïðåäåëåíî çàðàíåå. Òå÷åíèå, â êîòîðîì
óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî âñ¼ ïðåäîïðåäåëåíî, íàçûâàåòñÿ äåòåðìèíèçìîì.
Íà ïðèíöèïå äåòåðìèíèçìà ïîñòðîåíà êëàññè÷åñêàÿ ôèçèêà, à âîò
â êâàíòîâîé ôèçèêå âñ¼ äîñòàòî÷íî ñëîæíî, è ôèëîñîôû, è ôèçè-
êè ïîêà ñàìè íå äî êîíöà îïðåäåëèëèñü. Íàïðèìåð, Ãîëüáàõ ïèñàë:
¾Íè÷åãî â ïðèðîäå íå ìîæåò ïðîèçîéòè ñëó÷àéíî; âñå ñëåäóåò îïðå-
äåëåííûì çàêîíàì; ýòè çàêîíû ÿâëÿþòñÿ ëèøü íåîáõîäèìîé ñâÿçüþ
îïðåäåëåííûõ ñëåäñòâèé ñ èõ ïðè÷èíàìè... ¿. Îñîáåííî ñèëüíî äàí-
íîå ìíåíèå ó äóàëèñòîâ, óòâåðæäàþùèõ, ÷òî ïîìèìî ìàòåðèè ñó-
ùåñòâóþò ýëåìåíòû ìåòàôèçèêè, â òîì ÷èñëå áîæåñòâåííîå íà÷àëî.
Î÷åâèäíî, ÷òî ñëó÷àéíîñòü îíòîëîãè÷åñêàÿ àáñîëþòíî íåñîâìåñòè-
ìà ñ ïðèíÿòèåì ÷åãî-òî âñåìîãóùåãî è âñåçíàþùåãî.

Èçó÷åíèå ôèëîñîôèè, íàäåþñü, íå ïðîéä¼ò ìèìî âàñ � â áîëü-
øèíñòâå âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé îíà âêëþ÷åíà â ïðîãðàììó, à
â àñïèðàíòóðå ïî ëþáîé ñïåöèàëüíîñòè îíà âîîáùå ÿâëÿåòñÿ îñíîâ-
íûì ïðåäìåòîì. Íî äîáàâëÿòü â íàø êóðñ ïîìèìî ìàòåìàòèêè, ýêî-
íîìèêè è ïñèõîëîãèè åù¼ è ôèëîñîôèþ áûëî áû æåñòîêî ñ ìîåé
ñòîðîíû.

1.2 ×òî òàêîå âåðîÿòíîñòü?

Íèêòî íå óìååò ïðåäñêàçûâàòü, óïàä¼ò ìîíåòà, åñëè å¼ áðîñèòü,
îðëîì, ðåøêîé èëè âîîáùå ðåáðîì. Ïîýòîìó ïîäáðàñûâàíèå ìîíåòû
òàê ÷àñòî è èñïîëüçóþò äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñâîåãî äåéñòâèÿ â ñïîð-
íîé ñèòóàöèè � íàïðèìåð, èäòè ëè íà ïåðâûé óðîê èëè îñòàòüñÿ â
ïîñòåëè.

Â êàêèõ ñèòóàöèÿõ ìû áðîñàåì ìîíåòó? Êîãäà õîòèì, ÷òîáû çà
íàñ ðåøèëà ¾ñóäüáà¿, òî åñòü, ÷òîáû îäèíàêîâî âåðîÿòíî íàì ïî-
ïàëñÿ ëþáîé èç äâóõ èñõîäîâ (ïàäåíèå íà ðåáðî îáû÷íî èñõîäîì íå
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ñ÷èòàþò è ïðîñòî ïåðåáðàñûâàþò ìîíåòêó). Â òàêèõ ñëó÷àÿõ âåðî-
ÿòíîñòü âûïàäåíèÿ îðëà îöåíèâàþò êàê 1

2
, åù¼ çà÷àñòóþ ãîâîðÿò î

ïðîöåíòîì ñîîòíîøåíèè îðëîâ è ðåøåê ¾50 íà 50¿.
Ñêîëüêî ïðèìåðíî îðëîâ âûïàäåò, åñëè ìû ïîäáðîñèì ìîíåòêó

1000 ðàç? Âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ îäíîãî îðëà íåîáõîäèìî óìíî-
æèòü íà êîëè÷åñòâî äåéñòâèé, òàê êàê, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî â êàæ-
äîì áðîñêå â ñðåäíåì ó íàñ âûïàäàåò ¾ïîë-îðëà¿. Òîãäà ïîëó÷èì,
÷òî â ñðåäíåì âûïàäåò 500 îðëîâ.

Òàê ÷òî òàêîå âåðîÿòíîñòü? Îáû÷íî â ðàìêàõ øêîëüíîé ïðîãðàì-
ìû äàþò ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå:

Îïðåäåëåíèå. Âåðîÿòíîñòüþ íàçûâàþò îòíîøåíèå ÷èñëà áëà-
ãîïðèÿòíûõ èñõîäîâ ê îáùåìó êîëè÷åñòâó ðàâíîâåðîÿòíûõ èñõîäîâ.

×òî òàêîå áëàãîïðèÿòíûé èñõîä? Íàïðèìåð, âûïàäåíèå îðëà ïðè
ïîäáðàñûâàíèè ìîíåòêè. Îáùåå êîëè÷åñòâî èñõîäîâ � ýòî âñ¼ ìíî-
æåñòâî èñõîäîâ � â äàííîì ñëó÷àå ¾îð¼ë è ðåøêà¿.

Çà÷åì æå â îïðåäåëåíèè âåðîÿòíîñòè åñòü ñëîâî ¾ðàâíîâåðîÿò-
íûõ¿? Ìîæåò, ñòîèò ïðîñòî äåëèòü íà êîëè÷åñòâî èñõîäîâ?

Äàííîå îïðåäåëåíèå ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü ñëåäóþùèì àíåê-
äîòîì:

Ñïðàøèâàþò áëîíäèíêó: Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî, âûéäÿ
íà óëèöó, âû âñòðåòèòå äèíîçàâðà.
Á: 50 ïðîöåíòîâ.
- Ýòî êàê?????
Á: Íó, èëè ÿ åãî âñòðå÷ó, èëè íåò.. Òóò êàíîíè÷åñêàÿ áëîíäèíêà

êàê ðàç è ïîäåëèëà îäèí áëàãîïðèÿòíûé èñõîä ¾âñòðå÷è ñ äèíîçàâ-
ðîì¿ íà âîçìîæíûå äâà èñõîäà.

Íó âû óæå ïîíÿëè, ÷òî îíî òàê íå ðàáîòàåò. Ìàëî òîãî, åñëè
ìîíåòêó ïîäïèëèòü, òî îíà ïåðåñòàíåò áûòü èäåàëüíî ñèììåòðè÷-
íîé è âåðîÿòíîñòè âûïàäåíèÿ îðëà è ðåøêè òåïåðü ìîãóò ñòàòü íå
ðàâíûìè. Òàê, íàïðèìåð, ïîñòóïàþò ìîøåííèêè.
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1.3 Èãðû ñ ïðèðîäîé

Îäíà èç ãëàâíûõ ïðè÷èí ïîïóëÿðíîñòè, äà è âîîáùå âîçíèêíîâå-
íèÿ è ðàçâèòèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé � ýòî æåëàíèå ïîëó÷èòü ìíîãî
äåíåã ñðàçó è áåç òðóäà. Íàïðèìåð, âûèãðàòü èõ â ëîòåðåþ èëè â ðó-
ëåòêó. Ïîïûòêà íàéòè çàêîíîìåðíîñòè è ¾îáìàíóòü ñèñòåìó¿ � ýòî
ìîùíûé ñòèìóë ê ðàçâèòèþ ñîîòâåòñòâåííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àï-
ïàðàòà. Êàæåòñÿ, ÷òî åñëè ìû çíàåì çàêîíû âåðîÿòíîñòè è ïðàâèëà,
êîòîðûì ïîä÷èíÿåòñÿ ñëó÷àéíîñòü, òî ìû ñìîæåì âûèãðàòü â ëþáîé
èãðå, à â äåéñòâèòåëüíîñòè ýòî íåñáûòî÷íàÿ ìå÷òà.

Ãëàâíîå, ÷òî ìû äîëæíû ïîíèìàòü � èãðà ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé,
åñëè èãðîê íå ìîæåò èìåòü âîîáùå íèêàêîãî âëèÿíèÿ íà èñõîä èã-
ðû. Íàïðèìåð, øàõìàòû íåñëó÷àéíû, ïðåôåðàíñ íå ñîâñåì ñëó÷àåí,
à âîò ïîäáðàñûâàíèå ìîíåòû, ðóëåòêà è äàæå ðóññêàÿ ðóëåòêà �
èãðû ñëó÷àéíûå. Áóäåì íàçûâàòü òå èãðû, â êîòîðûõ âàæíóþ ðîëü
èãðàåò ñëó÷àé, ïóñòü è ïîä÷èí¼ííûé íåêèì ìàòåìàòè÷åñêèì çàâè-
ñèìîñòÿì, ¾èãðàìè ñ ïðèðîäîé¿. Ìîæíî èãðàòü òîëüêî ñ ïðèðîäîé,
ïîäáðàñûâàÿ ìîíåòêó. Ìîæíî ñûãðàòü ñ êåì-òî è ïðèðîäîé � íà-
ïðèìåð, â ¾äóðàêà¿. Òîãäà, ñ îäíîé ñòîðîíû, êàðòû âàì ðàçäàëà
ïðèðîäà (èëè øóëåð, íî ìû âåðèì â äîáðîòó è ÷åñòíîñòü ëþäåé, è
âîîáùå, êîëîäà ó íàñ ñâîÿ), íî äåéñòâèÿ âòîðîãî èãðîêà óæå íåñëó-
÷àéíû.

Åñòü ðÿä èãð, â êîòîðûõ èãðîêó ñóæäåíî òîëüêî ïðèîáðåñòè áè-
ëåò è ïîñëå ýòîãî íèêàêîãî ó÷àñòèÿ îí íå ïðèíèìàåò. Èãðà â ðóëåòêó
� ïðèìåð äðóãîãî êëàññà èãð, â êîòîðûõ èãðîêó äàþò âîçìîæíîñòü
âûáðàòü ñòàâêó è òèï èãðû. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ èãðà â
ðóëåòêó íå ÿâëÿåòñÿ ñïðàâåäëèâîé, òàê êàê ïðè ëþáîì òèïå èãðû â
âûèãðûøå âñåãäà îêàçûâàåòñÿ êàçèíî. À êàê ìû îïðåäåëÿåì, ñïðà-
âåäëèâàÿ ëè èãðà? Äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ ïîíÿòèå ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ, âïåðâûå ââåä¼ííîãî â 1671 ãîäó ãîëëàíäñêèì ìàòåìàòè-
êîì ßíîì äå Âèòòîì.
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1.4 Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

Ïðåäñòàâèì, ÷òî ìû èãðàåì â êàêóþ-ëèáî èãðó. Ïîêà íàì íå âàæ-
íî, èãðà ýòî ñ ïðèðîäîé èëè ñ äðóãèì ñîïåðíèêîì. Ïóñòü ýòî áóäåò
èãðà â êîñòè ñ èãðàëüíûì êóáèêîì. Çà ïðàâî ñäåëàòü áðîñîê ìû
ïëàòèì 10 ðóáëåé. Åñëè â ñóììå áðîøåííûõ äâóõ êîñòåé âûïàäåò 7
î÷êîâ, òî íàì äàþò 50 ðóáëåé, åñëè âûïàäåò äðóãàÿ ñóììà � íè÷åãî
íå äàþò. Âûãîäíà ëè ýòà èãðà? Ñòîèò ëè ïðèíèìàòü â íåé ó÷àñòèå?

Â ýòîé èãðå íóæíî ïîñ÷èòàòü âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ ðîâíî 7
î÷êîâ â ñóììå íà äâóõ êîñòÿõ. Âñåãî ñóùåñòâóåò ðîâíî 36 ðàâíîâå-
ðîÿòíûõ ñîáûòèé (ìû ïîëàãàåì, ÷òî â ýòîé èãðå îðãàíèçàòîðû íå
ÿâëÿþòñÿ òàêèìè ÿâíûìè øóëåðàìè, ÷òî ïðåäëàãàþò ïëîõèå êóáè-
êè), èç íèõ ðîâíî 6 ñîáûòèé (1+6, 2+5, 3+4, 4+3, 5+2, 6+1) áëàãî-
ïðèÿòíû. Òî åñòü, âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà � pwin = 1

6
. Âåðîÿòíîñòü

ïðîèãðûøà, ñîîòâåòñòâåííî, ploss = 5
6
.

Èñõîä áðîñêà � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.
Îïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ìîæåò ïðèíèìàòü â ðå-

çóëüòàòå ýêñïåðèìåíòà íåèçâåñòíûå çàðàíåå çíà÷åíèÿ èç çàäàííîãî
ìíîæåñòâà.

Â íàøåì ñëó÷àå ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé áðîñêà êàæäîé
èç êîñòåé íàì èçâåñòíî � ýòî ÷èñëà îò 1 äî 6. Íàì íåèçâåñòíî, êàêîå
æå ÷èñëî âûïàäåò ïîñëå î÷åðåäíîãî áðîñêà, ýòî � îíòîëîãè÷åñêàÿ
ñëó÷àéíîñòü (åñëè îðãàíèçàòîðû èãðû � øóëåðû, òî äëÿ íàñ ýòî áû-
ëî áû ýïèñòåìîëîãè÷åñêîé ñëó÷àéíîñòüþ). Íàñ èíòåðåñóåò ñðåäíèé
âûèãðûø äëÿ îäíîé èãðû.

Ââåä¼ì îïðåäåëåíèå ñðåäíåãî âûèãðûøà íà áîëåå ôîðìàëüíîì
ÿçûêå:

Îïðåäåëåíèå. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû åñòü ñóììà ïðîèçâåäåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïîÿâëåíèÿ âñåõ âîç-
ìîæíûõ çíà÷åíèé íà âåëè÷èíó ýòèõ çíà÷åíèé. Â íàøåì ñëó÷àå ïðè
óñïåõå ìû âûèãðûâàåì 50 ðóáëåé, ñóììà âûèãðûøà ðàâíà 40 ðóá-
ëÿì, (íå çàáûâàåì, ÷òî ìû óæå 10 ðóáëåé îòäàëè!), à ïðè íåóñïåõå
� ïðîèãðûâàåì 0 ðóáëåé, ñóììà âûèãðûøà ðàâíà ìèíóñ äåñÿòè ðóá-
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ëÿì. Èòîãî:

E = pwin · Swin + ploss · Sloss =
1

6
· 40 + 5

6
· −10 = −10

6
.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûèãðûøà â äàííîé èãðå îòðèöàòåëü-
íîå, òî åñòü, èãðà äëÿ íàñ íåâûãîäíà. ×åì áîëüøå ïàðòèé ìû â íå¼
ñûãðàåì, òåì áîëüøèì áóäåò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûèãðûøà
(ïî ìîäóëþ), à, çíà÷èò, òåì áîëüøå ìû ïðîèãðàåì. Åñëè ìàòåìàòè÷å-
ñêîå îæèäàíèå âûèãðûøà çà îäíó èãðó ðàâíî íóëþ, èãðà ñ÷èòàåòñÿ
ñïðàâåäëèâîé.

Ïîíÿòèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ � äîñòàòî÷íî áàçîâàÿ âåùü,
êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ äàëåêî íå òîëüêî â òåîðèè èãð, íî îá ýòîì
ïîïîçæå.

1.5 Ïàðàäîêñ äíåé ðîæäåíèé

Êàê îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè èãðà ñïðàâåäëèâîé? Èíîãäà èíòóè-
öèÿ íàñ ïîäâîäèò. Íàïðèìåð, ïðåäëàãàþ ñûãðàòü âñåì æåëàþùèì èç
âàñ â ñëåäóþùóþ èãðó: åñëè â ýòîé àóäèòîðèè íàéä¼òñÿ õîòÿ áû äâà
÷åëîâåêà, ó êîòîðûõ îäèí è òîò æå äåíü ðîæäåíèÿ, òî ÿ îòíèìàþ ó
êàæäîãî èç èãðàþùèõ ïî 50 áàëëîâ. Åñëè íåò � òî âñåì ðåøèâøèì
ðèñêíóòü ÿ íà÷èñëþ ïî 50 áàëëîâ. Ñïðàâåäëèâà èëè íåò ýòà èãðà
äëÿ âàñ? Äàâàéòå ïðîâåðèì.

Èä¼ò ïðîöåññ èãðû è îáñóæäåíèÿ ðåçóëüòàòîâ

Âû ðèñêíóëè, êòî-òî äîâîëåí ñâîèì ïîñòóïêîì, êòî-òî íåò. À
òåïåðü íàäî ïîäâåñòè ïîä ýòî äåëî ìàòåìàòèêó.

Ñïðàâåäëèâàÿ ëè ýòî èãðà äëÿ âàñ?
Äàâàéòå ïîñ÷èòàåì íåñêîëüêî âåðîÿòíîñòåé. Âûâåäåì ôîðìóëó,

ïîêàçûâàþùóþ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ãðóïïå èç n ëþäåé èìååòñÿ
õîòÿ áû îäíà ïàðà ñ îäèíàêîâûìè äíÿìè ðîæäåíèÿ. Ïîëîæèì, ÷òî
ðàçëè÷íûõ äíåé ðîæäåíèÿ � 366 è ÷òî âñå îíè ðàâíîâåðîÿòíû (íà
ñàìîì äåëå ðîäèâøèõñÿ 29 ôåâðàëÿ äîëæíî áûòü ïðèìåðíî â 4 ðàçà
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ìåíüøå, ÷åì ðîäèâøèõñÿ 28 ôåâðàëÿ, íî ñåé÷àñ ýòî íå òàê âàæíî).
Äëÿ äâóõ ÷åëîâåê âåðîÿòíîñòü ñîâïàäåíèÿ ðàâíà 1

366
, ñëåäîâàòåëü-

íî, âåðîÿòíîñòü íåñîâïàäåíèÿ � 365
366
. Áóäåì äîáàâëÿòü ïî ÷åëîâåêó

â êîìïàíèþ è ñ÷èòàòü âåðîÿòíîñòü ñîâïàäåíèÿ åãî äíÿ ðîæäåíèÿ
ñ óæå ðàññìîòðåííûìè � âåäü åñëè äíåé ðîæäåíèÿ äî ñèõ ïîð íå
ñîâïàëî, èõ ìîæíî ñ÷èòàòü ¾çàíÿòûìè¿ è íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü
òîëüêî ¾ñâîáîäíûå¿. Êîãäà ïðèø¼ë òðåòèé ÷åëîâåê, èñêîìàÿ âåðî-
ÿòíîñòü íåñîâïàäåíèÿ ñòàëà 365

366
· 364
366
, òàê êàê áûëî 364 ¾ñâîáîäíûõ¿

äíÿ. Ðàññóæäàÿ ïîäîáíûì îáðàçîì äàëüøå, ìû ìîæåì âûâåñòè ôîð-
ìóëó, îïðåäåëÿþùóþ âåðîÿòíîñòü íåñîâïàäåíèÿ äíåé ðîæäåíèÿ íè
äëÿ îäíîé èç ïàð â êîìïàíèè èç n ÷åëîâåê:

pn =
365

366
· 364
366
· · · · · 366− n

366
.

Äåëî çà ìàëûì. Íóæíî ïðîñòî âû÷èñëÿòü ýòî âûðàæåíèå äî òåõ
ïîð, ïîêà ïðîèçâåäåíèå äðîáåé íå ñòàíåò ìåíüøå åäèíèöû. Íà êîì-
ïüþòåðå ýòî ñäåëàòü ëåã÷å ë¼ãêîãî. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî óæå ïðè n = 23
äðîáü ìåíüøå 1

2
, òàê ÷òî, åñëè â àóäèòîðèè 23 ÷åëîâåêà, òî èãðà óæå

âûãîäíà äëÿ ìåíÿ è íåâûãîäíà äëÿ âàñ.

1.6 Ìîæíî ëè âûèãðàòü ó êàçèíî?

Äàâàéòå ðàññìîòðèì åù¼ îäèí ïðèìåð, íà ýòîò ðàç îí ñâÿçàí ñ
äðóãîé ïîïóëÿðíîé èãðîé ñ ïðèðîäîé � ðóëåòêîé.

Â èíòåðíåòå áûâàþò âñå, âñåì ïðèõîäèëè ïèñüìà ñ ïðåäëîæåíè-
åì îòêðûòü ñåêðåò âûèãðûøà â ðóëåòêó. Ýòî ìîãóò áûòü íå ïèñüìà,
à íàâÿç÷èâàÿ ðåêëàìà íà ñàéòå. ×òî æå òàì ïðåäëàãàåòñÿ, åñëè ìû
ïðåäïîëîæèëè, ÷òî èãðà â ðóëåòêó íåñïðàâåäëèâàÿ? Íàïîìíèì, ÷òî
íà ñàìîé ðóëåòêå îêðóæíîñòü ðàçáèòà íà 37 ñåêòîðîâ, êðàñíûõ è
÷¼ðíûõ, ïðîíóìåðîâàííûõ îò 1 äî 36 è çåë¼íîãî ¾çåðî¿. Èìååòñÿ
íåñêîëüêî âàðèàíòîâ èãðû: íàïðèìåð, ïîñòàâèòü íà êðàñíîå. Òîãäà
ïðè âûïàäåíèè êðàñíîãî ÷èñëà ñòàâêà óäâàèâàåòñÿ. Âåðîÿòíîñòü âû-
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ïàäåíèÿ êðàñíîãî 18
37
, ÷¼ðíîãî 18

37
è çåðî 1

37
. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-

íèå âûèãðûøà ïðè ñòàâêå â åäèíèöó ðàâíî

E =
18

37
· 1 + 19

37
· −1 = − 1

37
.

Äåéñòâèòåëüíî, íåñïðàâåäëèâàÿ èãðà. Õîðîøî, íî âåäü åñòü è
äðóãèå âàðèàíòû? Ìîæíî ïîñòàâèòü íà êîíêðåòíîå ÷èñëî è âàì âû-
ïëàòÿò âûèãðûø â 36 ðàç áîëüøèé, ÷åì ñòàâêà. Ïîäñ÷èòàåì ìàòå-
ìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûèãðûøà?

E =
1

37
· 35 + 36

37
· −1 = − 1

37
.

Êàçèíî íå îáìàíåøü, ïðàâèëà ñîñòàâëåíû èìåííî òàêèì îáðà-
çîì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûèãðûøà äëÿ êàæäîãî èç âîç-
ìîæíûõ âàðèàíòîâ èãð â ðóëåòêó âñåãäà ðîâíî − 1

37
îò ñòàâêè. Â

àìåðèêàíñêîé ðóëåòêå ïðàâèëà åù¼ áîëåå æ¼ñòêèå: òàì 38 ñåêòî-
ðîâ, ñðåäè êîòîðûõ äâà çåðî. Äàâàéòå ïîïðîáóåì îáìàíóòü êàçèíî,
âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäëàãàåìûì ðåöåïòîì âûèãðûøà. Äëÿ óïðîùå-
íèÿ äàëüíåéøèõ âûêëàäîê ïîëîæèì íåâîçìîæíîå: èãðà â ðóëåòêó
� ñïðàâåäëèâàÿ èãðà è ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûèãðûøà ðàâíî
íóëþ.

Èòàê, ÿ ïåðâîé ñòàâêîé íàçíà÷àþ îäèí ðóáëü è ñòàâëþ íà êðàñ-
íîå. Åñëè ÿ âûèãðàëà, òî âûèãðûø ÿ îòêëàäûâàþ íà äåïîçèò â áàíêå
è áîëüøå åãî íèêîãäà íå òðîãàþ. Åñëè ÿ ïðîèãðàëà, òî ÿ ñòàâëþ äâà
ðóáëÿ îïÿòü íà êðàñíîå. Ïðè âûèãðûøå âûèãðàííûé ðóáëü îïÿòü
îòïðàâëÿåòñÿ íà äåïîçèò è ÿ íà÷èíàþ èãðó ñ ñàìîãî íà÷àëà. ß âåðþ,
÷òî ïðè ëþáîé ñêîëü äëèííîé ñåðèè îáÿçàòåëüíî âûïàäåò êðàñíîå,
è òîãäà ïðè òàêîé ñòðàòåãèè, ïîñòîÿííî óäâàèâàÿ ñòàâêè ïðè ïðîèã-
ðûøå è çàáèðàÿ äåíüãè ïðè âûèãðûøå, ÿ ñòàíó íåïîáåäèìîé. Ïðàâà
ëè ÿ?

Äàâàéòå ïîñìîòðèì, ÷åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ ÷¼ðíîãî
öâåòà 20 ðàç ïîäðÿä. Îíà áóäåò ðàâíà 1

220
≈ 10−6, òî åñòü, ïðèìåðíî

îäíîé ìèëëèîííîé. Ñêîëüêî äåíåã ÿ äîëæíà ïîñòàâèòü î÷åðåäíîé
ðàç â ýòîì ñëó÷àå? 220, òî åñòü, ïðèìåðíî ìèëëèîí ðóáëåé. Åñòü ëè
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ó ìåíÿ òàêèå äåíüãè ñ ñîáîé? À åñëè åñòü, òî ÷òî æå íàñ÷¼ò âûïàäå-
íèÿ ÷¼ðíîãî öâåòà 21 ðàç ïîäðÿä? Ýòî âåäü óæå ïðèìåðíî äâà ìèë-
ëèîíà? À 30 ðàç ïîäðÿä? Ýòî ìàëîâåðîÿòíî, íî âåäü è ïðîèãðûø â
ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ àñòðîíîìè÷åñêèì! Âòîðàÿ ïðîáëåìà ñîñòîèò
â òîì, ÷òî â ðåàëüíûõ êàçèíî ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð ñòàâîê îãðàíè-
÷åí. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî áîëüøå ìèëëèîíà ðóáëåé ñòàâèòü íåëüçÿ.
Ìû òîëüêî ÷òî ñ óæàñîì íàáëþäàëè, êàê øàðèê 19 ðàç ïîäðÿä âû-
ïàë íà ÷¼ðíîå, äëÿ òîãî, ÷òîáû îòûãðàòüñÿ (íó íå ìîæåò æå îí è
20-é ðàç âûïàñòü íà ÷¼ðíîå) ìû äîëæíû ïîñòàâèòü 1048576 ðóáëåé,
íî ïðàâèëà îãðàíè÷èâàþò íàøó ñòàâêó äî 1000000 ðóáëåé. Äàæå åñ-
ëè ìíå ïîâåç¼ò (à èãðîêè âåðÿò, ÷òî èì îáÿçàòåëüíî ïîâåç¼ò), òî ìíå
âûïëàòÿò 1000000 ðóáëåé, à âåäü ÿ ïîñòàâèëà óæå 1048576 ðóáëåé.
Ìîé ÷èñòûé ïðîèãðûø ñîñòàâèë 48576 ðóáëåé, è ìíå, ÷òîáû îòûã-
ðàòüñÿ, íóæíî óñïåøíî ñûãðàòü 48576 ðàç. À òåïåðü âñïîìíèì, ÷òî
âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà îòíþäü íå 1

2
, à 18

37
...

Ïîäñ÷¼ò ïîêàçûâàåò, ÷òî äàæå ïðè ñïðàâåäëèâîé èãðå (÷òî íåâîç-
ìîæíî) çà 20 ëåò ïîñòîÿííîé èãðû âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà ñîñòàâëÿ-
ëà 99%, òî íåîáõîäèìî èìåòü íå ìåíåå 218 = 262144 ðóáëåé êàðìàí-
íûõ äåíåã, âûèãðûâàÿ êàæäûé äåíü ïî ðóáëþ. Íå ïðîùå ëè áûëî
ïîëîæèòü äåíüãè â áàíê ïîä ñàìûé ìèíèìàëüíûé ïðîöåíò?

Ïîïûòêà äîáèòüñÿ óñïåõà â òàêîé èãðå íàïîìèíàåò àíåêäîò:

Ïîñåòèòåëü îôèöèàíòó: ñêîëüêî ñòîèò îäíà êàïëÿ êîíüÿêà?
Îôèöèàíò: íèñêîëüêî.
Ïîñåòèòåëü: òîãäà íàêàïàéòå ìíå ñòàêàí. Çäåñü ñðàáàòûâàåò

çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë. Íó à ìû ðåçþìèðóåì, ÷òî â ñïðàâåäëèâîé
èãðå (à òåì áîëåå â íåñïðàâåäëèâîé) íèêàêàÿ ñòðàòåãèÿ íå ìîæåò
ïðèâåñòè ê ãàðàíòèðîâàííîìó âûèãðûøó.

1.7 Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé

Ñåãîäíÿ áûëà äîñòàòî÷íî ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëåêöèÿ, òàê êàê èãðû
ñ ïðèðîäîé � ýòî â îñíîâíîì îöåíêà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ
âûèãðûøà, îñíîâàííàÿ íà âåðîÿòíîñòÿõ êàæäîãî èñõîäà.
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Êàæäîå äåéñòâèå èãðîêà â òåîðèè èãð íàçûâàþò åãî ñòðàòåãèåé.
Â òåõ èãðàõ, êîòîðûå ìû ñåãîäíÿ ðàññìîòðåëè, ñòðàòåãèÿìè èãðîêà
íà êàæäîì õîäå áûëè ¾èãðàòü¿ è ¾íå èãðàòü¿.

Ïîïûòêà âûáðàòü âåðíóþ ñòðàòåãèþ � ýòî ñàìûé ïðîñòîé ñëó-
÷àé èç òåîðèè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé.

Èçâåñòåí ïàðàäîêñ ïîä íàçâàíèåì Áóðèä�àíîâ îñ¼ë (ëàò. Asinus
Buridani inter duo prata � áóðèäàíîâ îñ¼ë ìåæäó äâóõ ëóæàåê), íà-
çâàííûé ïî èìåíè Æàíà Áóðèäàíà, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî áûë èçâå-
ñòåí åù¼ èç òðóäîâ Àðèñòîòåëÿ: êàê îñ¼ë, êîòîðîìó ïðåäîñòàâëåíû
äâà îäèíàêîâî ñîáëàçíèòåëüíûõ óãîùåíèÿ, ìîæåò âñ¼-òàêè ðàöèî-
íàëüíî ñäåëàòü âûáîð?

Áóðèäàí íèãäå íå óïîìèíàë äàííîé ïðîáëåìû, íî çàòðàãèâàë ïî-
äîáíóþ òåìó, îòñòàèâàÿ ïîçèöèþ ìîðàëüíîãî äåòåðìèíèçìà � ÷òî
÷åëîâåê, ñòîëêíóâøèñü ñ âûáîðîì, äîëæåí âûáèðàòü â ñòîðîíó áîëü-
øåãî äîáðà. Áóðèäàí äîïóñòèë, ÷òî âûáîð ìîæåò áûòü çàìåäëåí
îöåíêîé ðåçóëüòàòîâ êàæäîãî âûáîðà.

Ïîçæå äðóãèå ïèñàòåëè óòðèðîâàëè ýòó òî÷êó çðåíèÿ, ïðèâîäÿ
ïðèìåð ñ îñëîì è äâóìÿ îäèíàêîâî äîñòóïíûìè è õîðîøèìè ñòîãàìè
ñåíà è óòâåðæäàÿ, ÷òî îí íåïðåìåííî óìð¼ò îò ãîëîäà, ïðèíèìàÿ
ðåøåíèå. Ýòà âåðñèÿ ñòàëà øèðîêî èçâåñòíà áëàãîäàðÿ Ëåéáíèöó.

Â ðàìêàõ ëîãèêè ñàìîé çàäà÷è ìîæíî, îäíàêî, ïîêàçàòü, ÷òî ðà-
öèîíàëüíî ìûñëÿùèé îñ¼ë íèêîãäà íå óìð¼ò ñ ãîëîäó, õîòÿ è íåëüçÿ
ñêàçàòü, êàêóþ êîïíó ñåíà îí âûáåðåò. Îòêàç îò åäû ìîæíî òîæå
ñ÷èòàòü âûáîðîì. Òàêèì îáðàçîì, èç òð¼õ âàðèàíòîâ âûáîðà (êîïíà
ñëåâà, êîïíà ñïðàâà è ãîëîäíàÿ ñìåðòü) òðåòèé âàðèàíò áóäåò õóæå
âñåõ, òî åñòü, áóäåò äîìèíèðîâàí äðóãèìè ñòðàòåãèÿìè (îá ýòîì ìû
åù¼ ïîãîâîðèì), ïîýòîìó îñ¼ë åãî íå âûáåðåò íèêîãäà.

Â íåêîòîðûõ èíòåðïðåòàöèÿõ ðàññìàòðèâàåòñÿ è âîçìîæíîå èç-
ìåíåíèå ñèòóàöèîííîãî êîíòåêñòà: ñîåäèíåíèå äâóõ êîïí â îäíó, âñëåä-
ñòâèå ÷åãî äèõîòîìèÿ èñ÷åçàåò.

Òàêæå ìîæíî óïîìÿíóòü íåìíîãî äðóãóþ âåùü, òàêóþ, êàêÂèë-
êà Ìîðòîíà, îïèñûâàþùóþ ñèòóàöèþ âûáîðà ìåæäó äâóìÿ îäè-

14



íàêîâî íåïðèÿòíûìè àëüòåðíàòèâàìè, èëè æå ñèòóàöèþ, â êîòîðîé
äâå âåòâè ðàññóæäåíèÿ âåäóò ê îäèíàêîâî íåïðèÿòíûì âûâîäàì.

¾Âèëêà¿ â øàõìàòàõ � ñèòóàöèÿ, êîãäà îäíà ôèãóðà íàïàäàåò
ñðàçó íà äâå ôèãóðû ñîïåðíèêà, ýòèì îáû÷íî ñëàâÿòñÿ øàõìàòíûå
êîíè. Îíà òîæå îáû÷íî íå ÿâëÿåòñÿ ïðèÿòíîé âåùüþ, íî òàì, êàê
ïðàâèëî, ñðàáàòûâàåò ïðèíöèï ¾èç äâóõ çîë âûáèðàåì ìåíüøåå¿, è
ìû îòäà¼ì ìåíåå öåííóþ ôèãóðó.

1.8 Âçàèìîäåéñòâèå â ãðóïïå

Ìû äî ýòîãî èãðàëè òîëüêî ñ ïðèðîäîé, ñûãðàåì íàïîñëåäîê â
èãðó äðóã ñ äðóãîì.

Êàæäûé èç âàñ äîëæåí íàïèñàòü íà äàííîì ëèñòèêå öåëîå ÷èñëî
îò 1 äî 100. Òîò èç âàñ, ÷ü¼ ÷èñëî îêàæåòñÿ áëèæå âñåãî ê 1

10
ñóììû

âñåõ âàøèõ ÷èñåë, ïîëó÷èò îò ìåíÿ 100 áàëëîâ. Åñëè òàêîé ÷åëîâåê
áóäåò íå îäèí � ìû ïîäåëèì ýòîò ïðèç íà âñåõ âàñ.

Èä¼ò ïðîöåññ èãðû è îáñóæäåíèÿ ðåçóëüòàòîâ.

Ëîãè÷íî, ÷òî òàê êàê íàñ áîëüøå 10, òî, åñëè êàæäûé èç âàñ
íàïèøåò ÷èñëî 100, òî âñå ïîáåäÿò. Åñëè ìû âñå íàäååìñÿ, ÷òî âñå
ðàöèîíàëüíû è õîòÿò ïîáåäèòü, òî ìû ïîíèìàåì, ÷òî êàæäûé èãðîê
ïûòàåòñÿ íàïèñàòü ÷èñëî, áîëüøåå, ÷åì ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå îò
îñòàëüíûõ ÷èñåë. ×òîáû ñ ãàðàíòèåé íàøå ÷èñëî áûëî íå ìåíüøå,
÷åì îíî, íàì êàê ðàç íàäî íàïèñàòü 100. Òå, êòî íàïèñàë äàííîå
÷èñëî, âû âûáðàëè åãî òîëüêî çà êðàñîòó èëè ðàññóæäàëè ñõîæèì
îáðàçîì?
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2 Äèëåììà çàêëþ÷¼ííîãî

Ïåðåéä¼ì íåïîñðåäñòâåííî ê èãðàì ðàöèîíàëüíûõ èãðîêîâ.

2.1 Äèëåììà çàêëþ÷åííîãî

Íàâåðíîå, ñàìàÿ èçâåñòíàÿ èç ìîäåëüíûõ çàäà÷ � òàê íàçûâàå-
ìàÿ ¾Äèëåììà çàêëþ÷¼ííîãî¿. Å¼ ñôîðìóëèðîâàëè åù¼ â 1950 ãîäó
Ìåðèëë Ôëàä è Ìåëâèí Äðåøåð, à íàçâàíèå åé äàë Àëüáåðò Òàêåð.

Îäíà èç å¼ ôîðìóëèðîâîê çâó÷èò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Äèëåììà çàêëþ÷¼ííîãî. Îêðóæíîé ïðîêóðîð â ãîðîäå ×èêà-

ãî çíàåò, ÷òî Ñîëîìîí è Ìóõàììåä � ãàíãñòåðû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
âèíîâíûìè â ñîâåðøåíèè òÿæêîãî ïðåñòóïëåíèÿ, íî íå ìîæåò óëè-
÷èòü èõ â ýòîì, åñëè íè îäèí èç íèõ íå ñîçíàåòñÿ. Îí ïðèêàçûâàåò
àðåñòîâàòü èõ è ïî îòäåëüíîñòè (äà îíè è òàê íå ñìîãëè áû äîãîâî-
ðèòüñÿ) ïðåäëàãàåò êàæäîìó ñëåäóþùèé êîíòðàêò:

Åñëè Âû ïðèçíàåòå âèíó, à âàø ñîó÷àñòíèê íå çàõî÷åò ïðè-
çíàòüñÿ, òîãäà âû èäåòå äîìîé è âîîáùå ñâîáîäíû, èáî ìû ñìîæåì
çàáûòü, ÷òî âû ñîó÷àñòíèê çà âàøå ïðèçíàíèå. Åñëè âû íå ãîòîâû
ïðèçíàòü âèíó, íî âàø ñîó÷àñòíèê ïðèçíàåò, òî âû áóäåòå îñóæ-
äåíû è ïðèãîâîðåíû ê ìàêñèìàëüíîìó ñðîêó â òþðüìå. Åñëè âû îáà
ïðèçíàåòåñü, òî âû îáà áóäåòå îñóæäåíû, íî íå íà ìàêñèìàëüíûé
ñðîê. Åñëè íè îäèí íå ïðèçíàåòñÿ, òî ÿ íåíàäîëãî ïîñàæó îáîèõ, à
çà ÷òî, óæ áóäüòå óâåðåíû � íàéäó.

Ïðè äàííîì óñëîâèè, Ñîëîìîí è Ìóõàììåä èãðàþò â íåêóþ èãðó.
Äëÿ êàæäîãî èç íèõ åñòü äâå ñòðàòåãèè: ¾Ïðèçíàòü âèíó¿ è ¾Ìîë-
÷àòü¿.

Óñëîâèìñÿ çàïèñûâàòü êàæäóþ âîçìîæíóþ ñèòóàöèþ, êàê ïàðó
âûáðàííûõ ñòðàòåãèé, ãäå íà ïåðâîì ìåñòå ñòîèò âûáîð Ñîëîìîíà, à
íà âòîðîì � Ìóõàììåäà. Íàïðèìåð, ïàðà (¾Ïðèçíàòü âèíó¿, ¾Ìîë-
÷àòü¿) îçíà÷àåò, ÷òî Ñîëîìîí çàëîæèë Ìóõàììåäà, êîòîðûé ðåøèë,
÷òî îí äîáðåíüêèé.

16



Òàê êàê ñèäåòü â òþðüìå, à, îñîáåííî, ñèäåòü â òþðüìå äîëãî,
íèêîìó íå õî÷åòñÿ, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî öåëü êàæäîãî èãðîêà � ìè-
íèìèçèðîâàòü ñâîé ñðîê çàêëþ÷åíèÿ. Ñðîê áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå
÷èñåë, îáîçíà÷àþùèõ ïîòåðþ î÷êîâ.

Ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå ñèòóàöèè äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîñòàâèòü
òàê íàçûâàåìóþ ïëàò¼æíóþ ìàòðèöó äàííîé èãðû. Â êàæäîé
ÿ÷åéêå äàííîé ìàòðèöû óêàçàíà ïàðà ÷èñåë, ïîêàçûâàþùàÿ âûèã-
ðûøè èãðîêîâ ïðè âûáîðå äàííîé ïàðû ñòðàòåãèé.

1. Äîïóñòèì, Ñîëîìîí âûáèðàåò ìîë÷èò, à Ìóõàììåä ïðèçíà¼ò-
ñÿ, òîãäà Ñîëîìîíà âûñòàâëÿþò åäèíñòâåííûì âèíîâíûì, è îí
ïîëó÷àåò ìàêñèìàëüíûé ñðîê â 10 ëåò. Ìû çàïèñûâàåì ýòîò
èñõîä êàê -10 î÷êîâ äëÿ Ñîëîìîíà ïî ñòðàòåãèè (¾Ìîë÷àòü¿,
¾Ïðèçíàòü âèíó¿), è 0 î÷êîâ äëÿ Ìóõàììåäà ïî äàííîé ñòðà-
òåãèè.

2. Åñëè Ñîëîìîí ïðèçíà¼òñÿ, à Ìóõàììåä ìîë÷èò, òî Ñîëîìî-
íà îòïóñêàþò � çàïèñûâàåì Ñîëîìîíó 0 î÷êîâ ïî ñòðàòåãèè
(¾Ïðèçíàòü âèíó¿, ¾Ìîë÷àòü¿), à Ìóõàììåäó � -10 î÷êîâ.

3. Åñëè æå îáà ðåøàò ñêðûòü âñå ñâîè òàéíû, ïîëó÷àåì ñòðàòå-
ãèþ (¾Ìîë÷àòü¿, ¾Ìîë÷àòü¿). Ïî ïðàâèëàì, â òàêîì ñëó÷àå
îêðóæíîé ïðîêóðîð ôàáðèêóåò êàêîå-íèáóäü ìåëêîå äåëî, è
îáà èäóò â òþðüìó íà 1 ãîä. Çàïèñûâàåì -1 î÷êî êàæäîìó ïðè
äàííîé ñòðàòåãèè.

4. Íàêîíåö, åñëè îáà ïðèçíàþò âèíó, òî è Ñîëîìîí è Ìóõàììåä
äîëæíû áûëè áû ñåñòü íà 10 ëåò, íî òàê êàê ïðèçíàíèå åñòü
ñìÿã÷àþùåå îáñòîÿòåëüñòâî, òî îáà â èòîãå ïîëó÷àþò ïî 9 ëåò.
Çàïèøåì îáîèì -9 ïî ñòðàòåãèè (¾Ïðèçíàòü âèíó¿, ¾Ïðèçíàòü
âèíó¿).

Ìóõàììåä
¾Ìîë÷àòü¿ ¾Ïðèçíàòü âèíó¿

Ñîëîìîí ¾Ìîë÷àòü¿ (-1,-1) (-10,0)
¾Ïðèçíàòü âèíó¿ (0, -10) (-9, -9)
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Çàìåòèì, ÷òî ó íàñ åñòü ïðîáëåìà: íè Ìóõàììåä íå çíàåò, êàêóþ
ñòðàòåãèþ èçáåð¼ò Ñîëîìîí, íè Ñîëîìîí íå çíàåò, êàêóþ ñòðàòåãèþ
èçáåð¼ò Ìóõàììåä. Èíà÷å îíè áû òîëüêî ãëÿíóëè íà ñîîòâåòñòâó-
þùóþ ñòðàòåãèè äðóãîãî èãðîêà ñòðîêó èëè ñòîëáåö è âûáðàëè áû
ëó÷øèé èñõîä èç ïðåäëàãàåìûõ èì.

Â äàííîé èãðå, íà ñàìîì äåëå, âñ¼ ïðîñòî � êàêóþ áû ñòðàòåãèþ
íå âûáðàë ñîïåðíèê, ïðèçíàíèå âñåãäà âåä¼ò ê ìàêñèìèçàöèè î÷êîâ.
Íî â òàêîì ñëó÷àå, îáà èãðîêà ïðèçíàþòñÿ è îáà ïîïàäóò íà íàðû
íà 9 ëåò, õîòÿ ìîãëè áû îáà ñìîë÷àòü è ïîëó÷èòü âñåãî ïî 1 ãîäó
çàêëþ÷åíèÿ.

Êàê æå òàê? Ïî÷åìó ðàöèîíàëüíûå äåéñòâèÿ äâóõ ÷åëîâåê ïðè-
âåëè ê íàñòîëüêî íåðàöèîíàëüíîìó èñõîäó? À âîò ýòî è ÿâëÿåòñÿ
äèëåììîé...

Ìû òîëüêî ÷òî ñîñòàâèëè ìàòðèöó ïëàòåæåé. Ñðàçó ââåä¼ì ñëå-
äóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Íîðìàëüíàÿ, èëè ñòðàòåãè÷åñêàÿ ôîðìà èã-
ðû îïèñûâàåòñÿ ïëàò¼æíîé ìàòðèöåé. Îáå ñòîðîíû ìàòðèöû � èã-
ðîêè. Ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà îïðåäåëÿþòñÿ ñòðîêàìè, ñòðàòåãèè
âòîðîãî � ñòîëáöàìè, ïåðåñå÷åíèå ñòðîê � âûèãðûøè èãðîêîâ.

Íà ñàìîì äåëå, êðèòèêàì òåîðèè èãð âîîáùå íå íðàâèòñÿ äè-
ëåììà çàêëþ÷åííîãî, ïîòîìó ÷òî îíè âèäÿò, ÷òî è Ìóõàììåäó, è
Ñîëîìîíó áûëî áû ëó÷øå, åñëè áû îíè îáà ìîë÷àëè. Åñëè áû âìå-
ñòî Ìóõàììåäà ïîéìàëè áðàòà Ñîëîìîíà, Äàâèäà, ñêîðåå âñåãî, îíè
áû òàê è ïîñòóïèëè, íî, íà ñàìîì äåëå, åñëè ëþäè íå ñâÿçàíû äî
èãðû, ïîñòóïêè áîëüøèíñòâà èç íàñ áóäóò äîñòàòî÷íî ýãîèñòè÷íû-
ìè. Åñëè âû ïîñèäèòå íà þòóáå, âû îáíàðóæèòå, íàïðèìåð, ïðèìå-
ðû òåëåøîó, îñíîâàííûå íà äèëåììå çàêëþ÷åííîãî, íàïðèìåð, øîó
¾Golden Balls¿.

Îäíà èç ìíîãî÷èñëåííûõ ïîïûòîê ðåøèòü ïàðàäîêñ ðàöèîíàëü-
íîñòè â äèëåììå çàêëþ÷åííûõ � ýòî èñïîëüçîâàòü ñèììåòðèþ èãðû,
ðàññìàòðèâàÿ Ìóõàììåäà è Ñîëîìîíà êàê áëèçíåöîâ.
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Ýòî âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Äâå ðàöèîíàëüíûõ ÷åëîâåêà, ïåðåä êîòîðûìè ñòîèò îäíà è òà

æå ïðîáëåìà, ïðèäóò ê òàêîìó æå âûâîäó. Ïîýòîìó Ìóõàììåä äîë-
æåí èñõîäèòü èç òîãî, ÷òî Ñîëîìîí ñäåëàåò òàêîé æå âûáîð, êàê
è îí. Ïîýòîìó ëèáî îáà èäóò â òþðüìó íà äåâÿòü ëåò, èëè îíè îáà
èäóò â òþðüìó íà îäèí ãîä. Ïîñêîëüêó ïîñëåäíèé âàðèàíò ÿâëÿåòñÿ
ïðåäïî÷òèòåëüíûì, Ìóõàììåä äîëæåí ìîë÷àòü. Òàê êàê Ñîëîìîí
åãî áëèçíåö, îí áóäåò ðàññóæäàòü òàêèì æå îáðàçîì è òîæå áóäåò
ìîë÷àòü.

Íî åñòü îäíà ïðîáëåìà: ýòî, ïî ñóòè, ïðåâðàùàåò äàííóþ èãðó â
èãðó ñ îäíèì èãðîêîì, òî åñòü, äèëåììà ïåðåñòà¼ò áûòü äèëåììîé
êàê òàêîâîé. Äèëåììà êàê ðàç è çàêëþ÷àåòñÿ â íåçàâèñèìîñòè
ïðèíèìàåìûõ èãðîêàìè ðåøåíèé.

2.2 Äèëåììà çàêëþ÷¼ííîãî â ãðóïïå. Èãðà â êîí-

êóðèðóþùèå ôèðìû.

Òàê êàê, èç-çà ÷èñëåííîñòè ãðóïïû, ìû íå ìîæåì ñûãðàòü ñ âà-
ìè â ïðîñòóþ èãðó ¾Äèëåììû çàêëþ÷¼ííîãî¿, äàâàéòå ñûãðàåì â
íåìíîãî äðóãóþ å¼ âåðñèþ.

Ïîäîáíóþ èãðó ïðîâîäèë ïðîôåññîð Ðåéìîíä Áàòòàëèî èç Òåõà-
ñà.

Ïðåäñòàâèì, ÷òî âñå âû � âëàäåëüöû ãèïîòåòè÷åñêèõ êîìïàíèé,
è âñå âû äîëæíû ðåøèòü, êàêîé îáú¼ì ïðîäóêöèè áóäåò âûïóñêàòü
âàøà êîìïàíèÿ. Ýòî ðåøåíèå íóæíî íàïèñàòü íà ëèñòêå áóìàãè,
íåçàâèñèìî îò îêðóæàþùèõ (ëó÷øå â òàéíå îò íèõ). Ëèñòî÷êè íàäî
ïîäïèñàòü è êèíóòü â øëÿïó íà ìî¼ì ñòîëå.

Åñëè âû õîòèòå âûïóñêàòü 1 åäèíèöó òîâàðà, òî ñîâîêóïíîå ïðåä-
ëîæåíèå ñîõðàíèòñÿ íà íèçêîì óðîâíå, à, ñîîòâåòñòâåííî, öåíû � íà
âûñîêîì.

Åñëè âû õîòèòå âûïóñêàòü 2 åäèíèöû òîâàðà, òî âû ïîëó÷èòå
äîïîëíèòåëüíûé äîõîä çà ñ÷¼ò äðóãèõ, íî öåíû óìåíüøàòñÿ.
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×òîáû íå óãëóáëÿòüñÿ ñîâñåì â ýêîíîìèêó, ïóñòü âàø âûèãðûø
áóäåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå:

×èñëî ëþäåé, Âûèãðûø Âûèãðûø
âûáðàâøèõ 1 âûáðàâøåãî 1 âûáðàâøåãî 2

0 0 7
1 1 8
2 2 9
3 3 10
4 4 11
5 5 12
... ... ...
20 20 27
... ... ...

Òàêèì îáðàçîì, øêîëüíèêè, âûáðàâøèå ¾2¿, âñåãäà íàáåðóò íà 7
î÷êîâ áîëüøå, ÷åì øêîëüíèêè, âûáðàâøèå ¾1¿. Íî ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, ÷åì áîëüøå øêîëüíèêîâ âûáåðóò ¾2¿, òåì ìåíüøå èõ ñîâîêóï-
íûé âûèãðûø.

Íå âîëíóéòåñü, ÿ íå áóäó îçâó÷èâàòü, êòî âûáðàë êàêóþ ñòðà-
òåãèþ, âîîáùå, â áîëüøèíñòâå íàøèõ èãð òîëüêî âàì ñàìèì è ìíå
áóäóò èçâåñòíû âàøè áàëëû, ÿ îçâó÷ó òîëüêî îáùèå ðåçóëüòàòû èã-
ðû.

Èä¼ò ïðîöåññ èãðû è îáñóæäåíèÿ ðåçóëüòàòîâ.

Òåïåðü ìîæíî ñûãðàòü â òó æå ñàìóþ èãðó, íî òåïåðü âû ïðåä-
âàðèòåëüíî ìîæåòå îáñóäèòü ñâîþ ñòðàòåãèþ äðóã ñ äðóãîì.

Èä¼ò ïðîöåññ èãðû è îáñóæäåíèÿ ðåçóëüòàòîâ.

2.3 Äèëåììà çàêëþ÷¼ííîãî â ïîëèòèêå

Â ïîëèòèêå òîæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äèëåììó çàêëþ÷åííîãî.
Ïðåäñòàâèì äâà ãîñóäàðñòâà, êîòîðûå âîâëå÷åíû â ãîíêó âîîðóæå-
íèé. Ýòè ãîñóäàðñòâà èìåþò äâå ñòðàòåãèè: óâåëè÷èòü âîîðóæåíèÿ
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è ðàñõîäû íà íèõ ëèáî ñîêðàùàòü âîîðóæåíèÿ è ðàñõîäû íà íèõ.
Ïðè ýòîì î÷åâèäíûì îáðàçîì âûïîëíÿþòñÿ ïîñòóëàòû äèëåììû çà-
êëþ÷¼ííîãî (D > C > d > c):

• D � ¾ìû âîîðóæèëèñü, à ïðîòèâíèê � íåò¿ � íàèëó÷øèé
èñõîä, íàèáîëüøàÿ áåçîïàñíîñòü;

• C � ¾íèêòî íå âîîðóæèëñÿ¿ � ñëåäóþùèé ïî ïðåäïî÷òèòåëü-
íîñòè èñõîä;

• d � ¾îáà âîîðóæèëèñü¿ � ïëîõî, íî íå êàòàñòðîôè÷íî;

• c � ¾ìû íå âîîðóæèëèñü, à ïðîòèâíèê âîîðóæèëñÿ¿ � êàòà-
ñòðîôè÷åñêèé èñõîä.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ñòîðîíû À, åñëè ñòîðîíà Á íå âîîðóæàåòñÿ, òî
äëÿ À âûáîð èä¼ò ìåæäó D è C � ëó÷øå âîîðóæàòüñÿ. Åñëè æå Á
âîîðóæàåòñÿ, òî äëÿ À âûáîð èä¼ò ìåæäó d è c � îïÿòü-òàêè âûãîä-
íåå âîîðóæàòüñÿ. Òåì ñàìûì ïðè ëþáîì âûáîðå Á äëÿ ñòîðîíû À
âûãîäíåå âîîðóæàòüñÿ. Ñèòóàöèÿ äëÿ ñòîðîíû Á ñîâåðøåííî àíàëî-
ãè÷íà, è â èòîãå îáå ñòîðîíû áóäóò ñòðåìèòüñÿ ê âîåííîé ýêñïàíñèè.

2.4 ×àñòíûå è îáùåñòâåííûå áëàãà

Äëÿ òîãî, ÷òîáû â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ ïðîùå áûëî ìàòåìàòèçè-
ðîâàòü ïðèíèìàåìûå ðåøåíèÿ, îçâó÷èì äâà îïðåäåëåíèÿ èç ýêîíî-
ìèêè:

×àñòíûå áëàãà � ýòî òî, ÷òî ëþäè ïîòðåáëÿþò ñàìè.
Îáùåñòâåííûå (êîëëåêòèâíûå) áëàãà ÿâëÿþòñÿ áëàãàìè, êî-

òîðûìè ïðè èõ íàëè÷èè ìîæåò ïîëüçîâàòüñÿ ëþáîé � íàïðèìåð, ýòî
äîðîæíàÿ ñåòü, ëàâî÷êè íà ÍÊ è òàê äàëåå.

À òåïåðü ìû ñôîðìóëèðóåì î÷åíü ïðîñòóþ ìîäåëüíóþ çàäà÷ó,
ñâÿçàííóþ ñ ïîíÿòèåì îáùåñòâåííîãî áëàãà:
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Ïóñòü ó íàñ åñòü î÷åíü ìàëåíüêàÿ ñòðàíà ñ äâóìÿ ãðàæäàíàìè,
æèâóùèìè â îäíîì äîìå. Êàæäûé ÷åëîâåê ëèáî ìîæåò çàïëàòèòü 3
ðóáëÿ çà óñòàíîâêó îòïóãèâàòåëÿ êîìàðîâ ðÿäîì ñ èõ äîìîì, ëèáî íå
ïëàòèòü. Åñëè óñòàíîâëåíà õîòÿ áû îäíà îòïóãèâàëêà, òî âñ¼ õîðîøî,
åñëè íå óñòàíîâëåíà � ãðàæäàí ïîêóñàþò çëûå ìàëÿðèéíûå êîìàðû,
è èì ïðèä¼òñÿ ïîòðàòèòü ïî 2 ðóáëÿ íà ëå÷åíèå.

Äàííóþ çàäà÷ó, îïÿòü æå, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü íà ÿçûêå ìàò-
ðèö ïëàòåæåé,

Âàñÿ
íå êóïèòü êóïèòü

Ïåòÿ íå êóïèòü (2,2) (0,3)
êóïèòü (3,0) (3,3)

Îïÿòü æå, âèäíî, ÷òî êàæäûé áóäåò íàäåÿòüñÿ íà äðóãîãî, è
ïðèä¼òñÿ ëå÷èòüñÿ. À åñëè áû îíè äðóæèëè, îíè ìîãëè áû ïðîñòî
ñêèíóòüñÿ ïî 1.5 ðóáëÿ, è âñå îêàçàëèñü áû â âûèãðûøå...

À ÷òî áóäåò, åñëè ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó ñ ãîðàçäî áîëüøèì êî-
ëè÷åñòâîì èãðîêîâ?

Ðàññìîòðèì ýëåêòðè÷êè è ¾çàéöåâ¿, òî åñòü, áåçáèëåòíèêîâ.
×òî ïðîèçîéä¼ò, åñëè âñå ïàññàæèðû ïåðåñòàíóò ïëàòèòü çà áè-

ëåòû è ñòàíóò ¾çàéöàìè¿?
� Àáñîëþòíî âñå? Íåâîçìîæíî!
� Ëàäíî, áîëüøèíñòâî.
� È ýòî íåâîçìîæíî. Âî-ïåðâûõ, èìåþòñÿ êîíòðîëåðû è øòðà-

ôû. Âî-âòîðûõ, ¾ñîçíàòåëüíûå ëþäè¿ áóäóò âñåãäà.
� Ëàäíî, ïóñòü ¾çàéöåâ¿ áóäåò 20%. Ýòî ïðàâäîïîäîáíî. Òðàíñ-

ïîðòíèêè áóäóò òåðÿòü ïÿòóþ ÷àñòü ñâîåãî äîõîäà. Ýòî ïðèâåä¼ò ê
ðîñòó öåí íà ïîåçäêè. Ñîçíàòåëüíûå ïàññàæèðû ñòàíóò îïëà÷èâàòü
áåçáèëåòíèêîâ.

Íî ýòî ëèøü îäíà ñòîðîíà ïðîáëåìû ¾çàéöà¿. Åñëè ëþäÿì äåé-
ñòâèòåëüíî íóæåí ìàðøðóò, òî ïðè ïîâûøåíèè îïëàòû çà ïðîåçä
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îíè åçäèòü íå ïåðåñòàíóò. Íî âîò äðóãàÿ ñèòóàöèÿ. Ïðåäñòàâèì ñåëü-
ñêóþ ìåñòíîñòü è ãðóïïó ôåðìåðîâ, ïðîèçâîäÿùèõ ïðîäóêöèþ. Ïëî-
õèå äîðîãè � äîðîãàÿ äîñòàâêà. Ôåðìåðû ðåøèëè âëîæèòü ñðåäñòâà
â ïîñòðîéêó äîðîãè, êîòîðàÿ óäåøåâèò äîñòàâêó ïðîäóêöèè, è êîòî-
ðàÿ áûñòðî îêóïèòñÿ. Ýòî âûãîäíî âñåì. Ïîýòîìó îäèí ôåðìåð ðå-
øèë íå âêëàäûâàòü ñâîè ñðåäñòâà, âåäü äîðîãó ïîñòðîÿò è áåç íèõ.
Êàê òîëüêî åãî ñîñåä óçíàë îá ýòîì, îí òîæå ðåøèë îòêàçàòüñÿ. Â
ðåçóëüòàòå äîðîãó òàê è íå ïîñòðîèëè.

Ïðîáëåìà áåçáèëåòíèêà â òåîðèè êîëëåêòèâíûõ áëàã íå â òîì,
÷òî åãî ïîâåäåíèå íåýòè÷íî. Îíà â òîì, ÷òî íàëè÷èå îñîáåé ñ òà-
êîé ñòðàòåãèåé ìîæåò ïðèâåñòè ê òîìó, ÷òî êîëëåêòèâíîå äåéñòâèå
íå ñîñòîèòñÿ. Íàëè÷èå ¾çàéöåâ¿, ãîòîâûõ âîñïîëüçîâàòüñÿ îáùèì
ðåñóðñîì ¾íà õàëÿâó¿ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî îñòàëüíûå ó÷àñòíèêè
ãðóïïû ñîâñåì îòêàçûâàþòñÿ îò ñîâìåñòíîãî ïðîåêòà.

2.5 Èãðà ñî âçíîñàìè â îáùèé ôîíä

Ñûãðàåì ñ âàìè åù¼ â îäíó èãðó.
Êàæäîìó èç âàñ íà÷èñëÿåòñÿ 10 íîâûõ î÷êîâ.
Âû äîëæíû ðåøèòü, êàêóþ ÷àñòü èìåííî ýòîé ñóììû âû îñòà-

âèòå ñåáå, à êàêóþ îòäàäèòå â îáùèé ôîíä.
Ïîñëå ýòîãî ÿ óäâàèâàþ ñóììó îáùåãî ôîíäà è äåëþ å¼ ïîðîâ-

íó ìåæäó àáñîëþòíî âñåìè ó÷àñòíèêàìè èãðû, âíå çàâèñèìîñòè îò
òîãî, ñäåëàëè ëè îíè âçíîñû â ôîíä èëè îñòàâèëè âñþ ñóììó ñåáå.

Îïÿòü æå, íà áóìàæêàõ ñ âàøåé ôàìèëèåé âû äîëæíû íàïèñàòü
ñóììó, êîòîðóþ âû âíåñëè â îáùèé ôîíä.

Èä¼ò ïðîöåññ èãðû è îáñóæäåíèÿ ðåçóëüòàòîâ.

Íà ñàìîì äåëå çäåñü, êàê è âî âñåõ ñåãîäíÿøíèõ èãðàõ, çàáðàòü
âñþ ñóììó ñåáå � äîìèíèðóþùàÿ ñòðàòåãèÿ.

Îáúÿñíèì ýòî.
Ïóñòü áûëà ãðóïïà èç ÷åòûð¼õ èãðîêîâ. Íåçàâèñèìî îò äåéñòâèé

äðóãèõ èãðîêîâ, åñëè ïåðâûé èãðîê ðåøèò âíåñòè 2 î÷êà â îáùèé
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ôîíä, òî ïîñëå óäâàèâàíèÿ ñóììà â îáùåì ôîíäå óâåëè÷èòñÿ íà 4
î÷êà. Íî ïðè ýòîì 3 î÷êà äîñòàíåòñÿ äðóãèì, à åìó òîëüêî îäíî
î÷êî, çíà÷èò, èãðîê ïîòåðÿåò åù¼ áîëüøå äåíåã, åñëè âëîæèò áîëü-
øå, è âûèãðàåò, åñëè ðàçìåð åãî âçíîñà ñîêðàòèòñÿ. Èíòåðåñíî, ÷òî
òàêàÿ ñòðàòåãèÿ ëîêàëüíî âûãîäíà äëÿ èãðîêà, íåçàâèñèìî îò òîãî,
âêëàäûâàþò ëè äðóãèå èãðîêè äåíüãè â ôîíä.

Òàê êàê êàæäûé ó÷àñòíèê ðàññ÷èòûâàåò íà òî, ÷òî îí ïîëó÷èò
âûãîäó îò òîãî, ÷òî ñòàíåò ¾çàéöåì¿, íå âíîñÿ ñðåäñòâ â ôîíä, òî
ýòà ñòðàòåãèÿ ñòàíîâèòñÿ äîìèíèðóþùåé. Âñå èãðîêè, ñîãëàñíî ýòîé
ñòðàòåãèè, äåíåã â ôîíä íå âíåñóò è, ñëåäîâàòåëüíî, âûèãðûøà íå
ïîëó÷àò! Åñëè â àâòîáóñå îêàæóòñÿ îäíè çàéöû, âîäèòåëü íå ïîåäåò.
À âåäü èì äîñòàòî÷íî âñåì áûëî âíåñòè ïî 10 î÷êîâ è êàæäûé ïî-
ëó÷èë áû âûãîäó.

2.6 Íåìíîãî êëàññèôèêàöèè

Ìû ñ âàìè óæå ïîñòðîèëè ïëàò¼æíûå ìàòðèöû â äâóõ èãðàõ,
ïðîâåä¼ì íåìíîãî êëàññèôèêàöèè.

Â 1944 ãîäó çà àâòîðñòâîì Ìîðãåíøòåðíà è ôîí Íåéìàíà áû-
ëà îïóáëèêîâàíà êíèãà ¾Òåîðèÿ èãð è ýêîíîìè÷åñêîå ïîâåäåíèå¿, â
êîòîðîé:

• Ñôîðìóëèðîâàíî îïðåäåëåíèå ¾èãðû¿, êàê äåÿòåëüíîñòè äâóõ
è áîëåå ó÷àñòíèêîâ (èãðîêîâ) èìåþùåé óñëîâèÿ íåêîåãî ¾âûèã-
ðûøà¿ è ¾ïðîèãðûøà¿, â ðàìêàõ êîòîðîé âñå ó÷àñòíèêè ìîãóò
ðàñïîðÿæàòüñÿ êàêèìè-òî ðåñóðñàìè è âçàèìîäåéñòâóþò ìåæ-
äó ñîáîé, ïðåñëåäóÿ öåëü ¾âûèãðàòü¿ è ïðèíèìàÿ ðåøåíèÿ,
îñíîâàííûå íà ïîâåäåíèè äðóãèõ èãðîêîâ;

• Ìàòåìàòè÷åñêè îïèñàí ñïîñîá ïîèñêà îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé
â òàêîé èãðå (âåäóùèõ ê ¾âûèãðûøó¿ ñ êàêîé-òî îïðåäåëåííîé
âåðîÿòíîñòüþ).
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Ñóììîé èãðû íàçûâàåòñÿ îáùèé èòîã âûèãðûøåé è ïðîèãðû-
øåé.

Â èãðå ñ íóëåâîé ñóììîé âûèãðûø îäíîé ñòîðîíû ðàâåí ïðî-
èãðûøó äðóãîé. Íåêîòîðûå êàðòî÷íûå èãðû � ïðåôåðàíñ, ïîêåð,
áðèäæ � åñòü èãðû ñ íóëåâîé ñóììîé. Èãðû ñ îòðèöàòåëüíîé ñóì-
ìîé òîæå èìåþòñÿ � íàïðèìåð, ëîòåðåè (åñëè ñ÷èòàòü ñóììó ó÷àñò-
íèêîâ è íå ó÷èòûâàòü îðãàíèçàòîðîâ).

Êîìàíäà, âûñòóïàþùàÿ êàê åäèíîå öåëîå, òîæå ìîæåò ñ÷èòàòü-
ñÿ èãðîêîì. Àíòàãîíèñòè÷åñêîé èãðîé íàçûâàåòñÿ èãðà äâóõ èã-
ðîêîâ ñ íóëåâîé ñóììîé � âûèãðûø îäíîãî èãðîêà îáîðà÷èâàåòñÿ
ïðîèãðûøåì äðóãîãî.

Ñóùåñòâóþò èãðû ñ êîëè÷åñòâîì ó÷àñòíèêîâ, áîëüøèì äâóõ. Ýòè
èãðû ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà êëàññà � êîîïåðàòèâíûå, êîãäà ðàç-
ðåøåíî íåñêîëüêèì ó÷àñòíèêàì âñòóïàòü â êîàëèöèþ (íàïðèìåð, â
ïðåôåðàíñå ïðè ðîçûãðûøå ìèçåðà îáû÷íî äâà èãðîêà èãðàþò ïðî-
òèâ îäíîãî â ïðåäåëàõ îäíîé ïàðòèè). Â íåêîîïåðàòèâíûõ èãðàõ
êàæäûé ó÷àñòíèê èãðàåò òîëüêî çà ñåáÿ.

Â ñïîðòèâíûõ èãðàõ � êîìàíäíûõ (ôóòáîë, õîêêåé) èëè ëè÷íûõ
(øàõìàòû) êàæäûé ìàò÷ èëè ïàðòèÿ åñòü èãðà ñ íóëåâîé ñóììîé ïî
ðåçóëüòàòàì (íè÷üÿ, èëè æå îäèí âûèãðûâàåò, à äðóãîé ïðîèãðû-
âàåò). Õîòÿ â òóðíèðíûõ òàáëèöàõ ôèãóðèðóþò îáùèå íàáðàííûå
î÷êè, â øàõìàòàõ, íàïðèìåð, ñ÷èòàþò èìåííî ¾ïëþñû¿ � ðàçíèöó
ìåæäó âûèãðàííûìè è ïðîèãðàííûìè ïàðòèÿìè. Â ôóòáîëå, â ñâÿçè
ñ áîðüáîé ñ íè÷üèìè, íè÷åéíûé ðåçóëüòàò íåâûãîäåí îáîèì. Íî åñëè
áðàòü èìåííî íàáðàííûå î÷êè, òî òóðíèð � èãðà ñ ïîëîæèòåëüíîé
ñóììîé.

2.7 Ðàâíîâåñèå ïî Íýøó

Íýø â òåîðèè èãð áûë ïðèçíàí âòîðîé çâåçäîé ïîñëå ôîí Íåé-
ìàíà. Ðîäèëñÿ â 1928 ã., èçó÷àë ìàòåìàòèêó â Ïðèíñòîíå è ñêîðî
ïðîÿâèë èíòåðåñ ê òåîðèè èãð. Â ñâîåé äèññåðòàöèè (1950) äâàäöà-
òèäâóõëåòíèé Íýø ñôîðìóëèðîâàë ïîíÿòèå, êîòîðîìó ñóæäåíî áû-
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ëî èçìåíèòü òåîðèþ èãð. Êñòàòè, ïî ìîòèâàì åãî æèçíè áûë ñíÿò
ôèëüì ¾Èãðû ðàçóìà¿, âåñüìà ñîâåòóþ ê ïðîñìîòðó.

Òåðìèí ¾ðàâíîâåñèå Íýøà¿ íàñòîëüêî ïîïóëÿðåí, ÷òî ñàì Íýø
ñòàë áû ìèëëèîíåðîì, åñëè áû åìó ïëàòèëè ïî äîëëàðó çà êàæäîå
óïîìèíàíèå î í¼ì. Âî âñÿêîì ñëó÷àå, ïðîôåññîðîì MIT îí ñòàë.

Âíà÷àëå Íýø èññëåäîâàë èãðó äâóõ èãðîêîâ ñ íåíóëåâîé ñóì-
ìîé, çàòåì îáúåêòîì åãî èññëåäîâàíèé ñòàëè íåêîîïåðàòèâíûå èã-
ðû ñ òðåìÿ è áîëåå ó÷àñòíèêàìè. Íýø âíà÷àëå âûäâèíóë ïîíÿòèå î
ðàâíîâåñèè â òàêèõ èãðàõ, çàòåì äîêàçàë, ÷òî îíî ñóùåñòâóåò äëÿ
ëþáûõ êîíå÷íûõ èãð ñ ëþáûì ÷èñëîì èãðîêîâ. Äî íåãî ôîí Íåéìà-
íîì áûëî äîêàçàíî òîëüêî ðàâíîâåñèå â èãðàõ äâóõ ëèö ñ íóëåâîé
ñóììîé.

Èññëåäîâàíèÿ Äæîíà Íýøà ïðèíåñëè åìó Íîáåëåâñêóþ ïðåìèþ
ïî ýêîíîìèêå â 1994 ãîäó ñîâìåñòíî ñ Äæîíîì Õàðñàíüè è Ðàéíõàð-
äîì Ñåëòåíîì. Íîáåëåâñêèé êîìèòåò ïîÿñíèë, ÷òî Õàðñàíüè ïðåìè-
ðîâàí çà ¾ðàñïðîñòðàíåíèå ðàâíîâåñèÿ Íýøà íà êëàññ èãð ñ íåïîë-
íîé èíôîðìàöèåé¿, à Ñåëòåí � çà îáîãàùåíèå ýòîãî ðàâíîâåñèÿ.

Ìû âèäèì, ÷òî ðàâíîâåñèå Íýøà ïðèâåëî òðîèõ ó÷¼íûõ ê Íîáå-
ëåâñêîé ïðåìèè (õîòÿ ýòî áûëà ìàòåìàòèêà, ïðåìèþ äàëè çà ýêîíî-
ìèêó, ìàòåìàòèêàì Íîáåëåâñêèå ïðåìèè íå ïîëîæåíû). Òàê ÷òî æå
ýòî òàêîå, ðàâíîâåñèå Íýøà?

Ðàâíîâåñèå Íýøà � ñèòóàöèÿ â èãðå, â êîòîðîé íè îäèí èç
èãðîêîâ íå ìîæåò óëó÷øèòü ñâîå ïîëîæåíèå, îäíîñòîðîííå èçìåíèâ
ñâîþ ñòðàòåãèþ, åñëè äðóãèå èãðîêè ñâîè ñòðàòåãèè íå ìåíÿëè.

Êàæäûé èç èãðîêîâ â ðàâíîâåñèè Íýøà îñâåäîìë¼í î ñòðàòåãè-
ÿõ äðóãèõ èãðîêîâ è â ñâÿçè ñ ýòèì âûáèðàåò äëÿ ñåáÿ ëó÷øóþ èç
äîñòóïíûõ åìó ñòðàòåãèé. Â ðàâíîâåñèè Íýøà äåéñòâóåò ïðèíöèï
¾îãëàøåíèÿ¿ � åñëè âñå èãðîêè îãëàñÿò ñâîè ñòðàòåãèè, íè îäèí èç
íèõ íå çàõî÷åò èçìåíèòü ñâîþ. Ýòî ïðèâîäèò ê âûâîäó, ÷òî êàæ-
äîìó èç èãðîêîâ íåâûãîäíî â îäíîñòîðîííåì ïîðÿäêå ìåíÿòü ñâîþ
ñòðàòåãèþ � ñèñòåìà íàõîäèòñÿ ðàâíîâåñèè. Äëÿ åãî ïîääåðæàíèÿ
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íå òðåáóåòñÿ âíåøíèõ ñèë, êàæäûé èç èãðîêîâ ñòàðàåòñÿ ðåàëèçî-
âàòü â ñîçäàâøèõñÿ óñëîâèÿõ èìåííî ñâîþ ñòðàòåãèþ, è ðàâíîâåñèå
íàðóøàòü íåâûãîäíî êàæäîìó èç èãðîêîâ. Èìåííî çäåñü êðîåòñÿ
ðàçëè÷èå ìåæäó êîîïåðàòèâíûìè è íåêîîïåðàòèâíûìè èãðàìè �
äëÿ óñòîé÷èâîñòè ïåðâûõ ìîãóò ïîòðåáîâàòüñÿ âíåøíèå ñèëû (íà-
ïðèìåð, ñóä), óñòîé÷èâîñòü âòîðûõ æå âíåøíèõ ñèë íå òðåáóåò.

Ê ñîæàëåíèþ, âñòðå÷àþòñÿ òàêèå ñèòóàöèè, êîãäà òàêîå óñòîé-
÷èâîå ñîñòîÿíèå âîçíèêàåò â íåâûãîäíîé äëÿ âñåõ ñèòóàöèè. Åñëè
áû âñå èçìåíèëè ñâîè ñòðàòåãèè, ñèñòåìà ïðèøëà áû ê áîëåå âûãîä-
íîìó ñîñòîÿíèþ äëÿ âñåõ, íî äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ñîòðóäíè÷åñòâî
âñåõ, êîòîðîå íåâîçìîæíî â íåêîîïåðàòèâíûõ èãðàõ, à ïîïûòêà ëþ-
áîãî èç èãðîêîâ èçìåíèòü äëÿ ñåáÿ ñòðàòåãèþ ïðèâîäèò ê åù¼ áîëåå
õóäøèì ðåçóëüòàòàì. Óïîìÿíóòàÿ ðàíåå äèëåììà çàêëþ÷¼ííîãî �
îäèí èç ñëó÷àåâ ñòàáèëüíî ïëîõîé ïî Íýøó ñèòóàöèè äëÿ âñåõ.

2.8 Ïàðåòî-îïòèìàëüíîñòü

Èç äâóõ âîçìîæíûõ âèäîâ èãð ìû äî ñèõ ïîð ðàññìàòðèâàëè
òîëüêî íåêîîïåðàòèâíûå, òî åñòü òå, â êîòîðûõ êàæäûé èãðîê ÿâëÿ-
åòñÿ ýãîèñòîì è æåëàåò ìàêñèìèçèðîâàòü òîëüêî ñâîé ñîáñòâåííûé
âûèãðûø èëè ìèíèìèçèðîâàòü ñâîé ïðîèãðûø. Âîçíèêàåò âîïðîñ:
ïî÷åìó, íàïðèìåð, â äèëåììå çàêëþ÷¼ííîãî èãðîêè íå ìîãóò äîãî-
âîðèòüñÿ ìåæäó ñîáîé î òîì, êàêèå ñòðàòåãèè ïðèìåíÿòü? Êðèòèêè
èãðîâîãî àíàëèçà äèëåììû çàêëþ÷¼ííûõ ñ÷èòàþò, ÷òî ðàöèîíàëü-
íîå ïîâåäåíèå, ïðèâîäÿùåå ê áîëåå âûãîäíûì äëÿ âñåõ ñèòóàöèÿì,
âîçíèêàåò íå äëÿ îòäåëüíûõ ëèö, à äëÿ ãðóïï. Ïîýòîìó îíè ñ÷èòàþò,
÷òî äëÿ îòäåëüíî âçÿòîãî èãðîêà åãî îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ áóäåò
çàêëþ÷àòüñÿ â äîñòèæåíèè îïòèìàëüíîé öåëè äëÿ âñåé ãðóïïû â öå-
ëîì. Òåîðèÿ ðàáî÷åãî êëàññà Êàðëà Ìàðêñà ÿâëÿåòñÿ ïðîÿâëåíèåì
òàêîãî ìûøëåíèÿ.

Ïóñòü èìååòñÿ ñèñòåìà ñ íåñêîëüêèìè ÷àñòíûìè ïîêàçàòåëÿìè.
Òîãäà ñèñòåìà äîñòèãëà îïòèìàëüíîñòè ïî Ïàðåòî, åñëè ïðè óëó÷-
øåíèè ëþáîãî èç ïîêàçàòåëåé äîñòèãàåòñÿ óõóäøåíèå äðóãèõ.
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Ñàì Ïàðåòî âûñêàçûâàëñÿ òàê:

¾Âñÿêîå èçìåíåíèå, êîòîðîå íèêîìó íå ïðèíîñèò óáûò-
êîâ, à íåêîòîðûì ëþäÿì ïðèíîñèò ïîëüçó (ïî èõ ñîá-
ñòâåííîé îöåíêå), ÿâëÿåòñÿ óëó÷øåíèåì¿

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà äîïóñêàåò ëîêàëüíûå óëó÷øåíèÿ äî òåõ
ïîð, ïîêà îíè íå ïðèíîñÿò íèêîìó âðåäà.

Ñóììàðíîå áëàãîñîñòîÿíèå îáùåñòâà ïî Ïàðåòî ìàêñèìàëüíî â
ñîñòîÿíèè, êîãäà ëþáîå èçìåíåíèå äîñòèãíóòîãî îïòèìàëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ óõóäøàåò áëàãîñîñòîÿíèå õîòÿ áû îäíîãî ñóáúåêòà ñè-
ñòåìû.

Íàïðèìåð, â äèëåììå çàêëþ÷¼ííûõ ñîñòîÿíèå ¾îáà ìîë÷àò¿ ÿâ-
ëÿåòñÿ Ïàðåòî-îïòèìàëüíûì.

Íî îïÿòü æå âîçíèêàåò ïðîáëåìà. Ôèëîñîôû, êîòîðûå ñ÷èòàþò,
÷òî ýòîò ôàêò ïîêàçûâàåò ïðîòèâîðå÷èå ìåæäó íåêîîïåðàòèâíîé è
êîîïåðàòèâíîé òåîðèåé èãð óïóñêàþò èç âèäó âàæíîñòü ïðåäïîëî-
æåíèÿ â êîîïåðàòèâíîé òåîðèè èãð î òîì, ÷òî ìîãóò áûòü ñäåëàíû
æåñòêèå äîãîâîðåííîñòè. Íå èìååò çíà÷åíèÿ, ÷òî Ñîëîìîí è Ìóõàì-
ìåä îáåùàëè ñîáëþäàòü ñîãëàøåíèå. Îíè, íàïðèìåð, ìîãóò äîãîâî-
ðèòüñÿ, íî íå ñäåðæàòü îáåùàíèÿ èëè îíè ìîíóò çàòðàòèòü ðåñóðñû
íà îáåñïå÷èâàíèå íåðóøèìîñòè äîãîâîðà.

2.9 Øòðàôû çà îòêëîíåíèå îò ñòðàòåãèé

Ââåäÿ øòðàôû çà êàêèå-òî ïîñòóïêè, ìîæíî äîñòàòî÷íî ñèëüíî
ïîìåíÿòü ìàòðèöó ïëàòåæåé.

Ïóñòü Ñîëîìîí è Ìóõàììåä çàêëþ÷èëè ïðåäâàðèòåëüíî òàêîé
äîãîâîð: â ñëó÷àå, åñëè êòî-òî îäèí èç íèõ ïîïûòàåòñÿ çàëîæèòü
äðóãîãî, äðóçüÿ òîãî, êîãî îí çàëîæèë, ïîéìàþò è ïîñàäÿò åãî â
ïîäâàë íà 3 ãîäà. Ïîñìîòðèì, êàê èçìåíèòñÿ ìàòðèöà ïëàòåæåé â
äàííîì ñëó÷àå.
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Ìóõàììåä
¾Ìîë÷àòü¿ ¾Ïðèçíàòü âèíó¿

Ñîëîìîí ¾Ìîë÷àòü¿ (-1,-1) (-10,-3)
¾Ïðèçíàòü âèíó¿ (-3, -10) (-9, -9)

Íó ÷òî æå, î÷åâèäíî, ÷òî òåïåðü óæå âçàèìíîå ìîë÷àíèå ÿâëÿ-
åòñÿ ðàâíîâåñèåì. Òàê ÷òî äà, òàêîé ìåõàíèçì âïîëíå ðàáîòàåò.

2.10 Èãðà ñî âçíîñàìè â îáùèé ôîíä ñ íàêàçàíè-

ÿìè

Âåðí¼ìñÿ ê èãðå ñî âçíîñàìè â îáùèé ôîíä.
Ýòó èãðó ìîæíî ìîäèôèöèðîâàòü, ââåäÿ âîçìîæíîñòè øòðàôî-

âàòü íàðóøèâøèõ äîãîâîð¼ííîñòü, ïðè ýòîì âîçíèêàþùèå èçäåðæ-
êè ðàñïðåäåëÿþòñÿ íà âñåõ ó÷àñòíèêîâ. Â äàííîé âåðñèè, íàïðèìåð,
ïðè âòîðîé èòåðàöèè ïðîõîäÿùåé îòêðûòî èãðû êàæäûé èãðîê ìî-
æåò ñîêðàòèòü âûèãðûø äðóãîãî èãðîêà, îòäàâ çà ýòî ìíå òðåòü òîé
ñóììû, íà êîòîðóþ âû õîòèòå ñîêðàòèòü åãî. Íà ñàìîì äåëå, îáû÷íî
ïåðñïåêòèâà â áóäóùåì, âîçìîæíî, áûòü íàêàçàííûì êîëëåêòèâîì,
âåñüìà áëàãîòâîðíî âëèÿåò íà âçíîñû íà ïåðâîì ýòàïå.

Òàê êàê ó íàñ íåò âîçìîæíîñòè ñûãðàòü â äàííóþ èãðó òðåáóåìîå
êîëè÷åñòâî ðàç, äàâàéòå ïðîñòî ñûãðàåì â îòêðûòóþ èãðó.

Ïðàâèëà èãðû òå æå, ïèøåòå âû òàê æå âñëåïóþ, íî ïîñëå ýòîãî
âñå âàøè äåéñòâèÿ ÿ çà÷èòàþ âñëóõ è âàøè òîâàðèùè áóäóò çíàòü,
æàäèíà âû èëè ýíòóçèàñò.

Èä¼ò ïðîöåññ èãðû è îáñóæäåíèÿ ðåçóëüòàòîâ.

29



3 Èãðû ñ ïîâòîðåíèÿìè

Êàê âû óæå ïîíÿëè, ãëàâíàÿ öåëü äàííîãî êóðñà � ïîçíàêîìèòü
âàñ ñ íàèáîëåå êëàññè÷åñêèìè èç çàäà÷ òåîðèè èãð, à òàê æå ïîíÿòü
èõ ìàòåìàòèêó è ïñèõîëîãèþ.

3.1 Îõîòà íà îëåíÿ

Ðàññìîòðèì èãðó ¾Îõîòà íà îëåíÿ¿.
Âïåðâûå îïèñàííàÿ Æàí-Æàêîì Ðóññî â 1755 ãîäó, äàííàÿ êî-

îïåðàòèâíàÿ ñèììåòðè÷íàÿ èãðà, îïèñûâàþùàÿ êîíôëèêò ìåæäó
ëè÷íûìè èíòåðåñàìè è îáùåñòâåííûìè èíòåðåñàìè, çâó÷èò òàê:

Åñëè îõîòèëèñü íà îëåíÿ, òî êàæäûé ïîíèìàë, ÷òî
äëÿ ýòîãî îí îáÿçàí îñòàâàòüñÿ íà ñâîåì ïîñòó; íî åñëè
âáëèçè êîãî-ëèáî èç îõîòíèêîâ ïðîáåãàë çàÿö, òî íå ïðè-
õîäèëîñü ñîìíåâàòüñÿ, ÷òî ýòîò îõîòíèê áåç çàçðåíèÿ
ñîâåñòè ïóñòèòñÿ çà íèì âäîãîíêó è, íàñòèãíóâ äîáû-
÷ó, âåñüìà ìàëî áóäåò ñîêðóøàòüñÿ î òîì, ÷òî òàêèì
îáðàçîì ëèøèë äîáû÷è ñâîèõ òîâàðèùåé.
� Æ. Æ. Ðóññî. Ðàññóæäåíèå î ïðîèñõîæäåíèè è îñíî-
âàíèÿõ íåðàâåíñòâà ìåæäó ëþäüìè // Òðàêòàòû / Ïåð.
ñ ôðàíö. À. Õàþòèíà. � Ì.: Íàóêà, 1969. � Ñ. 75.

Êàæäûé îõîòíèê æåëàåò çíàòü.... ÷òî îí õî÷åò âûáðàòü � ïîéòè
çàñòðåëèòü çàéöà èëè çàñòðåëèòü îëåíÿ. Êàæäûé èãðîê âûáèðàåò
äåéñòâèå, íå çíàÿ, êàê ïîñòóïèò âòîðîé. Åñëè îäèí âûáèðàåò îëåíÿ,
òî îí äîëæåí ñòðåëÿòü âìåñòå ñî âòîðûì, ÷òîáû äîñòèãíóòü óñïåõà.
Åñëè çàéöà ÷åëîâåê ìîæåò çàñòðåëèòü è â îäèíî÷êó, òî íà îëåíÿ
ìîùíîñòè îäíîãî âûñòðåëà óæå íå õâàòèò.

Ïîñòðîèì ïëàòåæíóþ ìàòðèöó äëÿ äàííîé èãðû.

Ïåðâûé îõîòíèê
Îëåíü Çàÿö

Âòîðîé îõîòíèê Îëåíü (5,5) (0,4)
Çàÿö (4,0) (2,2)
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¾Îõîòà íà îëåíÿ¿ � ýòî èãðà, â êîòîðîé åñòü äâà ðàâíîâåñèÿ
� îäíî äîìèíèðóåò ïî ðèñêó, äðóãîå ïî âûèãðûøó. Ïàðà ¾Îëåíü,
Îëåíü¿ äîìèíèðóåò ïî âûèãðûøó, òàê êàê âûïëàòû áîëüøå äëÿ
îáîèõ èãðîêîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïàðà ¾Çàÿö, Çàÿö¿ äîìèíèðóåò
ïî ðèñêó, òàê êàê åñëè ñóùåñòâóåò íåîïðåäåëåííîñòü â îòíîøåíèè
äåéñòâèé äðóãîãî èãðîêà, ïîáåã çà çàéöåì îáåñïå÷èò áîëåå âûñîêóþ
îæèäàåìóþ îòäà÷ó. ×åì áîëüøå íåîïðåäåëåííîñòü èãðîêîâ î äåé-
ñòâèÿõ äðóãîãî èãðîêà, òåì áîëüøå âåðîÿòíîñòü, ÷òî îíè áóäóò âû-
áèðàòü àíàëîãè÷íóþ ñòðàòåãèþ.

Ìû òóò ââåëè íîâûå ïîíÿòèÿ äîìèíèðóåìîñòè, ÷òî îíè çíà÷àò?
Ðàâíîâåñèå äîìèíèðóåò ïî âûèãðûøó â èãðå, åñëè îíî åñòü

Ïàðåòî-óëó÷øåíèå âñåõ îñòàëüíûõ ðàâíîâåñèé. Äîìèíèðóþùåå ðàâ-
íîâåñèå ïðè íåêîîïåðàòèâíîé èãðå äà¼ò êàæäîìó èç èãðîêîâ íàè-
áîëüøèé âûèãðûø è ïîýòîìó êàæäûé èãðîê èñïîëüçóåò èìåííî äî-
ìèíèðóþùåå ïî âûèãðûøó ðàâíîâåñèå.

Áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ� çîíà ïðè íàëè÷èè íåîïðå-
äåë¼ííîñòè îòíîñèòåëüíî ñòðàòåãèé äðóãèõ ó÷àñòíèêîâ, â êîòîðîé
èãðîê âûáèðàåò ñòðàòåãèþ, âåäóùóþ ê äàííîìó ðàâíîâåñèþ.

Ðàâíîâåñèå, èìåþùåå íàèáîëüøèé áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ, äîìè-
íèðóåò ïî ðèñêó.

3.2 Ïðèíöèï ìèíèìàêñà

Ïåðåéä¼ì ê èãðàì ñ íóëåâîé ñóììîé. Â íèõ íà ïåðåñå÷åíèÿõ ñòðà-
òåãèé â ïëàò¼æíîé ìàòðèöå çàïèñàíû íå ïàðû ÷èñåë, à îäíî ÷èñëî
� ñóììà, êîòîðóþ ïîëó÷àåò ïåðâûé èãðîê îò âòîðîãî.

Îïðåäåëåíèå. Ñåäëîâàÿ òî÷êà ìàòðèöû (aij)m×n � ïàðà íî-
ìåðîâ ñòðîêè i0 è ñòîëáöà j0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ i è j âûïîëíÿþòñÿ
íåðàâåíñòâà

aij0 6 ai0j0 6 ai0j.
Ýëåìåíò ai0j0 â ìàòðèöå ñ ñåäëîâîé òî÷êîé (i0, j0) è ìàêñèìàëåí

â ñâîåì ñòîëáöå, è ìèíèìàëåí â ñâîåé ñòðîêå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
ñåäëîâàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé íàèáîëüøåé öåëåñîîáðàçíîñòè äëÿ
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îáîèõ èãðîêîâ. Ïî÷åìó? Ïóñòü ïåðâûé èãðîê âûáðàë i−þ ñòðàòå-
ãèþ. Òîãäà ýëåìåíòû ñòðîêè i â ìàòðèöå áóäóò îçíà÷àòü åãî âîç-
ìîæíûå âûèãðûøè. Åñëè âòîðîé èãðîê ïðèìåíèò îïòèìàëüíóþ äëÿ
íåãî ñòðàòåãèþ, òî âûèãðûø ïåðâîãî èãðîêà, î÷åâèäíî, áóäåò ðàâåí
min16j6n aij � ìèíèìàëüíîìó ýëåìåíòó â i−é ñòðîêå. Òàêèì îáðà-
çîì, ïåðâîìó èãðîêó òðåáóåòñÿ âûáðàòü òàêóþ ñòðîêó, ÷òîáû ìèíè-
ìàëüíûé ýëåìåíò â íåé áûë íàèáîëüøèì ñðåäè âñåõ ìèíèìàëüíûõ
ýëåìåíòàõ â ñòðîêàõ, òî åñòü, òó ñòðîêó, â êîòîðîé min16j6n aij ìàê-
ñèìàëüíî.

×èñëî α = max16i6m min16j6n aij ÿâëÿåòñÿ íèæíåé öåíîé èã-
ðû, à ñòðàòåãèÿ ïåðâîãî èãðîêà, ïðèâîäÿùàÿ ê íåìó, íàçûâàåòñÿ
ìàêñèìèííîé. Ìàêñèìèííàÿ ñòðàòåãèÿ ïîçâîëÿåò ïåðâîìó èãðîêó
ïîëó÷èòü ãàðàíòèðîâàííûé âûèãðûø, íå ìåíüøèé α âíå çàâèñèìî-
ñòè îò äåéñòâèé âòîðîãî èãðîêà.

Âòîðîé èãðîê çàèíòåðåñîâàí â òîì, ÷òîáû ïåðâûé èãðîê âûèã-
ðàë êàê ìîæíî ìåíüøå. Åñëè îí âûáåðåò j-þ ñòðàòåãèþ (ýòî áó-
äåò ñîîòâåòñòâîâàòü j-ìó ñòîëáöó ïëàò¼æíîé ìàòðèöû), òî ïðè âû-
áîðå ïåðâûì èãðîêîì ñòðàòåãèè i âûèãðûø ïåðâîãî ñîñòàâèò aij.
Ïåðâûé èãðîê, î÷åâèäíî, âûáåðåò ñòðîêó ñ íàèáîëüøèì çíà÷åíèåì
â ñòîëáöå j è, ñëåäîâàòåëüíî, âòîðîìó èãðîêó òðåáóåòñÿ âûáðàòü
òàêîé ñòîëáåö, â êîòîðîì òàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìèíèìàëüíî.
Âûèãðûø âòîðîãî èãðîêà ïðè åãî íàèëó÷øåé ñòðàòåãèè áóäåò ðàâåí
−max16i6m aij.

×èñëî β = min16i6m max16j6n aij ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé öåíîé èã-
ðû, à ñòðàòåãèÿ âòîðîãî èãðîêà, ïðèâîäÿùàÿ ê íåìó, íàçûâàåòñÿ
ìèíèìàêñíîé. Òàêàÿ ñòðàòåãèÿ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ãàðàíòèðîâàí-
íûé âûèãðûø íå ìåíüøèé −β âíå çàâèñèìîñòè îò äåéñòâèé ïåðâîãî
èãðîêà.

Ýòè ñòðàòåãèè, ìèíèìàêñíàÿ è ìàêñèìèííàÿ, ÿâëÿþòñÿ îñòîðîæ-
íûìè ñòðàòåãèÿìè (îíè íîñÿò îáîáù¼ííîå íàçâàíèå ¾ìèíèìàêñíûå¿
ñòðàòåãèè, à ñàì ïðèíöèï íàçûâàåòñÿ ¾ïðèíöèïîì ìèíèìàêñà¿.

Åñëè íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ öåíû èãðû ñîâïàäàþò, òî èãðà íàçûâà-
åòñÿ èãðîé ñ ñåäëîâîé òî÷êîé, à ýòî ñîâïàäàþùåå çíà÷åíèå íîñèò
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íàçâàíèå öåíà èãðû.
Äàâàéòå âûïîëíèì íåáîëüøîå óïðàæíåíèå � íàéä¼ì âåðõíþþ

è íèæíþþ öåíó èãðû ñ çàäàííîé ïëàòåæíîé ìàòðèöåé.

1 2 3 4 5
3 2 1 0 −1
3 3 5 4 4
3 1 −1 0 2

Ðåøåíèå. Äàâàéòå äëÿ êàæäîé ñòðîêè ìàòðèöû íàéä¼ì íàè-
ìåíüøèé ýëåìåíò. Çàïèøåì ñïðàâà îò ñòðîêè. Äëÿ êàæäîãî ñòîëáöà
íàéä¼ì íàèáîëüøèé ýëåìåíò. Çàïèøåì åãî ïîä ñòîëáöîì.

1 2 3 4 5 1
3 2 1 0 −1 −1
3 3 5 4 4 3
3 1 −1 0 2 −1
3 3 5 4 5

Òîãäà íèæíÿÿ öåíà äàííîé èãðû= max(1,−1, 3,−1) = 3; âåðõíÿÿ
öåíà èãðû = min(3, 3, 5, 4, 5) = 3.

Åñòü ëè ó äàííîé ìàòðèöû ñåäëîâûå òî÷êè? Äà, ïðè÷åì èõ äâå,
äðóãèõ íåò � ýòî òî÷êè íà ïåðåñå÷åíèè òðåòüåé ñòðîêè ñ ïåðâûì è
âòîðûì ñòîëáöàìè. Çíà÷èò, îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèåé ïåðâîãî èãðî-
êà áóäåò âûáðàòü òðåòüþ ñòðîêó, à âòîðîìó áåç ðàçíèöû, âûáèðàòü
ïåðâóþ èëè âòîðóþ. Õîòÿ ÿ áû íà ìåñòå âòîðîãî âûáðàëà âòîðóþ,
òàì â öåëîì ïîìåíüøå ÷èñëà. Òî åñòü, â ðàâíîöåííûõ ñèòóàöèÿõ
ìîæíî âûáèðàòü òó, êóäà âûãîäíåå ñõîäèòü, åñëè åñòü øàíñ, ÷òî îï-
ïîíåíò íå íàñòîëüêî ðàöèîíàëåí, êàê âû. =)

Ñóùåñòâóþò èãðû, â êîòîðûõ ìîæíî ÿâíûì îáðàçîì îòêèíóòü
çàâåäîìî íåöåëåñîîáðàçíûå ñòðàòåãèè. Íàïðèìåð, ïîäîáíîå ìû íà-
áëþäàëè â ðàññìîòðåííûõ ðàíåå çàäà÷àõ.

Ââåä¼ì áîëåå ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå:
Îïðåäåëåíèå. Ñòðîêà i äîìèíèðóåò ñòðîêó j, åñëè äëÿ âñåõ

k = 1, ..., n âåðíî, ÷òî ai,k 6 aj,k è ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñòðàòåãèÿ l, ÷òî
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ai,l > aj,l.
Óáèðàíèå âñåõ äîìèíèðóåìûõ ñòðîê èç ìàòðèöû íå ïðèâåä¼ò ê

èçìåíåíèþ ðåøåíèÿ. Ýòîò ïðèíöèï ïîëåçåí äëÿ óìåíüøåíèÿ ðàçìå-
ðà ïëàò¼æíîé ìàòðèöû. Ïîäîáíîå îïðåäåëåíèå è ìåòîä óìåíüøåíèÿ
ðàçìåðà ìàòðèöû ñóùåñòâóåò è äëÿ ñòîëáöîâ.
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3.3 Íåñêîëüêî çàäà÷

Íàéäèòå âåðõíþþ è íèæíþþ öåíó èãðû, à òàêæå èñ-
êëþ÷èòå äîìèíèðóåìûå ñòðàòåãèè ïðè èõ íàëè÷èè â ñëåäó-
þùèõ èãðàõ â ñòðàòåãè÷åñêîé ôîðìå:

A =

3 1 2
4 0 5
2 7 3

 , A =

6 7 5 8
0 9 4 10
8 8 6 7

 , A =


6 8 0 4
5 5 3 8
4 6 5 3
7 1 2 5



A =


9 0 3 5
8 1 2 6
7 3 3 4
6 1 4 5

 , A =


2 4 1 3
5 8 2 4
6 9 3 2
7 10 8 9


Ó âàñ åñòü 10 ìèíóò. Ðåøåíèÿ ñäàäèòå.
Çà êàæäóþ èç íàéäåííûõ öåí èãðû è êàæäóþ èñêëþ÷¼ííóþ ñòðà-

òåãèþ âû ïîëó÷àåòå ïî 2 áàëëà.
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3.4 Áåçóìíûå øëÿïíèêè

Äàâàéòå ñåé÷àñ ðàññìîòðèì ïðèìåð, ïðèâåä¼ííûé â êíèãå Êåíà
Áèíìîðà.

Øëÿïíèêè èç ñòðàíû ÷óäåñ äåëàþò öèëèíäðû èç êàðòîíà. Òàê
êàê øëÿïíèêè áåçóìíû, îíè ñ÷èòàþò ñâîé òðóä áåñïëàòíûì, è ïîýòî-
ìó ôóíêöèÿ ïðîèçâîäñòâà âêëþ÷àåò â ñåáÿ òîëüêî êàðòîí â êà÷åñòâå
âõîäíûõ äàííûõ. ×åì áîëüøå øëÿïíèêè äåëàþò øëÿï, òåì áîëüøå
îíè òîðîïÿòñÿ è òðàòÿò âñ¼ áîëüøå è áîëüøå êàðòîíà íà êàæäóþ
øëÿïó.

Òî÷íàÿ ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ äëÿ êîëè÷åñòâà øëÿï îïðå-
äåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì:

a =
√
r.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî èç r ëèñòîâ êàðòîíà øëÿïíèê ìîæåò ñäåëàòü a =√
r øëÿï. Íàïðèìåð, äëÿ èçãîòîâëåíèÿ îäíîé øëÿïû ïîòðåáóåòñÿ

âñåãî îäèí ëèñò êàðòîíà, à âîò äëÿ äâóõ øëÿï � óæå 4.
Àëèñà ÿâëÿåòñÿ ìîíîïîëèñòîì â øëÿïíîì áèçíåñå. Êàðòîí ìîæ-

íî ïðèîáðåñòè íà îäèí äîëëàð â ëèñò, è ïîýòîìó îäèí öèëèíäð îáîé-
äåòñÿ â 1 äîëëàð, à âîò 2 � óæå â 4. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ îáùåé
ñòîèìîñòè ìîæåò áûòü âûðàæåíà, êàê

c(a) = a2.
Åñëè Àëèñà ïðîäà¼ò øëÿïû ïî öåíå p äîëëàðîâ êàæäóþ, òî å¼

ïðèáûëü ïîñëå ïðîäàæè a øëÿï áóäåò ðàâíà
π = a · p− a2.
×òîáû óçíàòü, êàê ïîëó÷èòü êàê ìîæíî áîëüøå ïðèáûëè, Àëèñå

íóæíî çíàòü, ñêîëüêî øëÿï a îíà ñìîæåò ïðîäàòü, åñëè îíà áóäåò
ïðîäàâàòü ïî öåíå p. Ëîãè÷íî, ÷òî ÷åì äåøåâëå âåùü, åñëè îíà íå
ÿâëÿåòñÿ æèçíåííî íåîáõîäèìîé, òåì áîëüøå å¼ áóäóò ïîêóïàòü. Â
ñòðàíå ÷óäåñ ýòà èíôîðìàöèÿ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì ñïðîñà:

30 = a · p.
Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷èì, ÷òî π = 30− a2, à, çíà÷èò, ïðèáûëü

áóäåò ìàêñèìàëüíîé, åñëè îíà ïðîäàñò âñåãî îäíó, íî çàòî î÷åíü
äîðîãóþ øëÿïó.
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Êëàññè÷åñêèé ìîíîïîëèñò çàäà¼ò öåíó ñàì, îí èìååò ïîëíóþ
âëàñòü íàä íåé. Òîðãîâöû íà ñîâåðøåííî êîíêóðåíòíîì ðûíêå ïðî-
äàþò òîâàð ïî ñóììå, áëèçêîé ê ñòîèìîñòè ïðîèçâîäñòâà, òî åñòü,
èçäåðæêàì � èáî öåíà óìåíüøàåòñÿ äëÿ îòòÿãèâàíèÿ íà ñåáÿ äîëè
ðûíêà.

Êàêîå îòíîøåíèå èìååò ê ýòîìó ïðèìåðó òåîðèÿ èãð? À âîò ñåé-
÷àñ ìû ýòî óçíàåì.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ñòðàíó ÷óäåñ ïîïàë åù¼ îäèí øëÿïíûé áèç-
íåñìåí. Íàïðèìåð, ïóñòü ýòî áóäåò Êðîêîäèë Ãåíà.

Ïóñòü Àëèñà ïðîèçâîäèò a øëÿï, à Êðîêîäèë Ãåíà � b øëÿï.
Òîãäà êàæäàÿ øëÿïà áóäåò ïðîäàíà çà p = 30/(a + b) äîëëàðîâ.
Åñëè è Àëèñà è Êðîêîäèë Ãåíà áóäóò ïûòàòüñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü
òîëüêî ñâîþ ïðèáûëü, òî ÷òî îíè ïîëó÷àò?

Óïðîñòèì çàäà÷ó � ïóñòü êàæäûé èç ó÷àñòíèêîâ ðûíêà äóìàåò
òîëüêî î âûáîðå ìåæäó îäíîé èëè äâóìÿ øëÿïàìè äëÿ ïðîèçâîä-
ñòâà.

Ñîñòàâèì ìàòðèöó ïëàòåæåé.

Àëèñà
1 øëÿïà 2 øëÿïû

Ãåíà 1 øëÿïà (14,14) (9,16)
2 øëÿïû (16,9) (11,11)

Â äóîïîëèè, Àëèñà è Êðîêîäèë Ãåíà ïîïûòàþòñÿ ïîëó÷èòü âìå-
ñòå ïîáîëüøå äåíåã è, åñëè îáà ñäåëàþò òîëüêî ïî îäíîìó öèëèíäðó,
òî åñòü, â îáùåé ñëîæíîñòè òîëüêî äâà öèëèíäðà, êàæäûé èç íèõ
ïîëó÷èò ïðèáûëü â ðàçìåðå 14.

Òåì íå ìåíåå, îáû÷íî èãðîêè ïûòàþòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü ñâîþ
ñîáñòâåííóþ èíäèâèäóàëüíóþ ïðèáûëü. È âîò òóò-òî è âîçíèêàåò
äèëåììà çàêëþ÷åííûõ. Òóò âñåãäà ñèëüíî äîìèíèðóåò èçãîòîâëåíèå
äâóõ øëÿï. Â ðåçóëüòàòå êàæäûé ïîëó÷àåò âñåãî 11 äîëëàðîâ.
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3.5 Èãðû ñ ïîâòîðåíèÿìè

Åñëè ðàöèîíàëüíîå ñîòðóäíè÷åñòâî íåâîçìîæíî â äèëåììå çà-
êëþ÷åííûõ, êàê æå äóîïîëèñòû â ðåàëüíîé æèçíè ìîãóò äîãîâî-
ðèòüñÿ? Ïðè÷èíà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ðåàëüíûé ìèð áîëåå ñëî-
æåí, ÷åì âûìûøëåííûå ìèðû. Ðåàëüíûå äóîïîëèñòû íå æèâóò ðîâ-
íî îäíèì ðåøåíèåì, à ïðèíèìàþò íîâûå è íîâûå ðåøåíèÿ äåíü çà
äíåì. Äèëåììà çàêëþ÷åííûõ íå îòðàæàåò ñóòü òàêîãî ïðîäîëæàþ-
ùåãîñÿ ýêîíîìè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, íî ìû ìîæåì ñîçäàòü ¾èã-
ðóøå÷íóþ èãðó¿, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî Àëèñà è Êðîêîäèë Ãåíà äîëæíû
èãðàòü â äàííóþ èãðó äèëåììû çàêëþ÷åííûõ êàæäûé äåíü ñ ñåãî-
äíÿøíåãî äíÿ è äî âå÷íîñòè. Èõ âûèãðûøè â ýòîé íîâîé èãðå � ýòî
ïðîñòî èõ ñðåäíèé åæåäíåâíûé äîõîä.

Êîãäà ìû áóäåì èçó÷àòü ïîâòîðÿþùèåñÿ èãðû ñåðüåçíî, ìû íàé-
äåì, ÷òî Àëèñà è Ãåíà èìåþò îãðîìíîå, â îáùåì âèäå ñ÷¼òíîå, êî-
ëè÷åñòâî ñòðàòåãèé, íî ñåé÷àñ ìû áóäåì ïðîñòî ñìîòðåòü íà òðè:
îäíà øëÿïà, äâå øëÿïû, è ¾ÿ òàêîé âíåçàïíûé¿. Òðåòüÿ ñòðàòåãèÿ
� ýòî äåëàòü îäíó øëÿïó äî òåõ ïîð, êàê âàø ïðîòèâíèê äåëàåò òî
æå ñàìîå, íî ïåðåêëþ÷èòñÿ íà äâå øëÿïû íà ñëåäóþùèé äåíü ïîñëå
òîãî, êàê âàø ïðîòèâíèê ïåðâûì ïîïûòàëñÿ íà âàñ íàâàðèòüñÿ.

Åñëè èñïîëüçîâàòü òîëüêî ñòðàòåãèè ¾1 øëÿïà¿ è ¾2 øëÿïû¿,
äèëåììà ïîâòîðÿþùèõñÿ çàêëþ÷åííûõ áóäåò òàêîé æå, êàê è îäíî-
êðàòíàÿ, íî ó íàñ òàêæå åñòü ñòðàòåãèÿ ¾ÿ òàêîé âíåçàïíûé¿. Êîãäà
èãðîê ¾ÿ òàêîé âíåçàïíûé¿ èãðàåò ñ ëþáèòåëåì òàêîé æå èëè îäíî-
øëÿïíîé ñòðàòåãèè, òî îíè âñåãäà äåëàþò ïî îäíîé øëÿïå, è êàæ-
äûé äåíü îáà ïîëó÷àþò ïî 14 äîëëàðîâ. Âñ¼ ñòàíîâèòñÿ ñëîæíåå,
êîãäà èãðîê ¾ÿ òàêîé âíåçàïíûé¿ íàòàëêèâàåòñÿ íà äâóõøëÿïíîãî.
Â ïåðâûé äåíü îí ñäåëàåò îäíó øëÿïó, à âî âòîðîé � äâå. Íî äàëåå
êàæäûé èãðîê áóäåò äåëàòü ïî 2 øëÿïû êàæäûé äåíü. Òîãäà êàæ-
äûé ïîëó÷èò ñðåäíèé âûèãðûø â 11, òàê êàê âûèãðûø â ïåðâûé
äåíü íå èìååò çíà÷åíèÿ ïðè âû÷èñëåíèè ñðåäíèõ íàä áåñêîíå÷íûì
ïåðèîäîì.
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Àëèñà

1 øëÿïà ÿ òàêîé âíåçàïíûé 2 øëÿïû

Ãåíà 1 øëÿïà (14,14) (14,14) (9,16)

ÿ òàêîé âíåçàïíûé (14,14) (14,14) (11,11)

2 øëÿïû (16,9) (11,11) (11,11)

Ñîãëàñîâàâ ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ, ìû ïåðåõîäèì ê ìàòðèöå âû-
èãðûøåé, óêàçàííîé íà òàáëèöå. Äàííàÿ òàáëèöà � ëèøü ìàëàÿ
÷àñòü îáùåé ïëàò¼æíîé ìàòðèöû ïîâòîðÿþùåéñÿ äèëåììû çàêëþ-
÷åííûõ, ïîòîìó ÷òî ìû ðàññìîòðåëè òîëüêî òðè ñòðàòåãèè èç ñ÷¼ò-
íîãî ìíîæåñòâà. Â ïîëíîé òàáëèöå ìû ñìîæåì íàáëþäàòü áåñêîíå÷-
íîå ìíîæåñòâî ðàâíîâåñèé, òàê êàêîå æå íåîáõîäèìî âûáðàòü? Èëè
ê êàêîìó ñîéä¼òñÿ èãðà? Íà ñàìîì äåëå, îòâåò íà äàííûé âîïðîñ ïî-
ëó÷èòü òàê ïðîñòî íåëüçÿ, ïîýòîìó îáû÷íî â çàäà÷àõ ïðîñÿò ïðîñòî
íàéòè ìíîæåñòâî ðàâíîâåñèé ïî Íýøó, èëè Ïàðåòî-îïòèìóì, èëè,
îïÿòü æå, ñòàâÿò áîëåå ÿâíûé âîïðîñ.

3.6 Ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

Åñëè ìàòðèöà ïëàòåæåé ñîäåðæèò ñåäëîâóþ òî÷êó, òî ñóùåñòâó-
þò õîðîøèå ñòðàòåãèè äëÿ îáîèõ èãðîêîâ. Äëÿ îäíîêðàòíîé èãðû
ïàðòí¼ðàì ñòîèò èñïîëüçîâàòü ïðèíöèï ìèíèìàêñà âíå çàâèñèìî-
ñòè îò òîãî, ñîäåðæèò ëè ìàòðèöà ïëàòåæåé ñåäëîâóþ òî÷êó èëè
íå ñîäåðæèò. Ýòîò æå ïðèíöèï öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü è ïðè
ìíîãîêðàòíîé èãðå ñ ñåäëîâîé òî÷êîé.

Ñòðàòåãèÿ ìåíÿåòñÿ, êàê òîëüêî ðå÷ü çàõîäèò î ìíîãîêðàòíîé
èãðå áåç ñåäëîâîé òî÷êè. Â ýòîì ñëó÷àå ïîñòîÿííîå ïîâòîðåíèå ñòðà-
òåãèè ìîæåò ïðèâåñòè ê íåâûãîäíûì ðåçóëüòàòàì. Íàïðèìåð, åñëè
ìû áóäåì èãðàòü â ¾êàìåíü-íîæíèöû-áóìàãó¿ è õîäèòü âñ¼ âðåìÿ
òîëüêî îäèíàêîâî, òî äàæå åñëè ñîïåðíèê íåìíîãî óìñòâåííî íåïîë-
íîöåíåí, óñïåõà íàì ýòî íå ïðèíåñ¼ò.

Â ïîâòîðÿþùèõñÿ èãðàõ êàæäàÿ èç ñòðàòåãèé îäíîêðàòíîé èãðû
íàçûâàåòñÿ ÷èñòîé ñòðàòåãèåé.

Åñëè ó íàñ èìååòñÿ íåñêîëüêî ÷èñòûõ ñòðàòåãèé, êàæäàÿ èç êî-
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òîðûõ ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ, ïðè÷¼ì õîòÿ
áû îäíà èç ÷èñòûõ ñòðàòåãèé äîëæíà áûòü ðåàëèçîâàíà â äàííîé
êîíêðåòíîé èãðå, òî òàêîé íàáîð íàçûâàåòñÿ ñìåøàííîé ñòðàòå-
ãèåé. Èíòåðåñ ê ñìåøàííûì ñòðàòåãèÿì îáúÿñíÿåòñÿ ïðîñòî � åñëè
ñîïåðíèê îïðåäåëèò, êàêàÿ èç âàøèõ ñòðàòåãèé áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ â
î÷åðåäíîé èãðå, îí ñìîæåò èñïîëüçîâàòü ýòè çíàíèÿ äëÿ óëó÷øåíèÿ
ñâîåãî ðåçóëüòàòà (è óõóäøåíèÿ âàøåãî). Ïîýòîìó ¾÷åì ñëó÷àéíåå,
òåì âåðíåå¿, èìåííî íåïðåäñêàçóåìî ñëó÷àéíîå ÷åðåäîâàíèå ñòðàòå-
ãèé íå ïîçâîëèò äîáèòüñÿ ñîïåðíèêó âûèãðûøà.

Ëîãè÷íî, ÷òî ÷èñòûå ñòðàòåãèè ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ÷àñòíûé
ñëó÷àé ñìåøàííûõ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ÷àñòîòà îäíîé èç
ñòðàòåãèé � 1, à îñòàëüíûõ � 0.

Â îïòèìàëüíûõ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ èãðîê, îòêëîíèâ-
øèéñÿ îò ñâîåé îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè, èçìåíÿåò ñðåäíèé âûèãðûø
â íåâûãîäíóþ äëÿ íåãî ñòîðîíó.

Ðåøåíèå èãðû åñòü ñîâîêóïíîñòü ïðèìåíåíèÿ êàæäûì èç èã-
ðîêîâ ñâîèõ îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé. Öåíà èãðû � ðåçóëüòàò, äî-
ñòèãíóòûé ïðè ðåøåíèè èãðû, òî åñòü, ñðåäíèé âûèãðûø (ìàòåìà-
òè÷åñêîå îæèäàíèå âûèãðûøà) ïðè ïðèìåíåíèè îïòèìàëüíûõ ñòðà-
òåãèé îáîèìè èãðîêàìè. Òå ñòðàòåãèè, êîòîðûå ïðèñóòñòâóþò â îï-
òèìàëüíîé ñòðàòåãèè èãðîêà ñ íåíóëåâûìè ÷àñòîòàìè, íàçûâàþòñÿ
ïîëåçíûìè (äðóãîå íàçâàíèå � àêòèâíûìè).

Â 1928 ãîäó ôîí Íåéìàí äîêàçàë, ÷òî äëÿ êàæäîé èãðû èìååòñÿ
íå ìåíåå îäíîãî ðåøåíèÿ. Ýòî ðåøåíèå ìîæåò íàõîäèòñÿ â òîì ÷èñëå
â îáëàñòè ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé.

3.7 Ïîâòîðÿþùàÿñÿ äèëåììà çàêëþ÷¼ííûõ

Â êíèãå ¾Ýâîëþöèÿ êîîïåðàöèè¿ (1984) Ðîáåðò Àêñåëüðîä èññëå-
äîâàë ïîâåäåíèå èãðîêîâ â ïîâòîðÿþùåéñÿ äèëåììå çàêëþ÷åííîãî.
Îí ïðåäëîæèë ñâîèì êîëëåãàì ðåàëèçîâàòü àëãîðèòìû, ðåàëèçó-
þùèå äàííóþ èãðó è ïðîâ¼ë òóðíèð ñðåäè äàííûõ àëãîðèòìîâ. Â
òóðíèðå ïðèíÿëî ó÷àñòèå ìíîãî ïðîãðàìì, ðåàëèçóþùèõ àëãîðèò-
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ìû. Èíòåðåñíî, ÷òî ïî ïîâåäåíèþ ïðîãðàìì ìîæíî áûëî íàäåëÿòü
èõ ÷åëîâå÷åñêèìè êà÷åñòâàìè. Íàïðèìåð, îêàçàëîñü, ÷òî ¾æàäíûå¿
ïðîãðàììû íà÷èíàëè òåðïåòü ïîðàæåíèå ïîñëå íåñêîëüêèõ èãð, òî
åñòü, â äîëãîñðî÷íîé ïåðñïåêòèâå îíè îêàçûâàëèñü íåñîñòîÿòåëüíû-
ìè. ¾Àëüòðóèñòè÷åñêèå¿ ïðîãðàììû, ñòðåìÿùèå ê êîîïåðàöèè ïðè-
âîäèëè, îïÿòü òàêè, â äîëãîñðî÷íîé ïåðñïåêòèâå, ê ïîëîæèòåëüíûì
ðåçóëüòàòàì äëÿ ñàìîé ïðîãðàììû. Àêñåëüðîä ïîêàçàë, ÷òî âîçìî-
æåí åñòåñòâåííûé îòáîð, ïðèâîäÿùèé ê àëüòðóèñòè÷åñêîìó ïîâåäå-
íèþ ïðè íà÷àëüíîì ýãîèñòè÷åñêîì ïîâåäåíèè.

Ñðåäè ïðåäñòàâëåííûõ ïðîãðàìì áûëè êàê î÷åíü ñëîæíûå, òàê
è î÷åíü ïðîñòûå, êàê äåòåðìèíèñòè÷åñêèå (íå çàâèñÿùèå îò ñëó÷àé-
íûõ ÷èñåë), òàê è íåäåòåðìèíèñòè÷åñêèå (ñìåøàííûå). Èíòåðåñíî,
÷òî íàèëó÷øåé èç äåòåðìèíèñòè÷åñêèõ ñòðàòåãèé îêàçàëàñü ñòðàòå-
ãèÿ ¾îêî çà îêî¿, êîòîðàÿ ñîñòîÿëà âñåãî èõ ÷åòûð¼õ ñòðîê íà áåéñè-
êå. Îíà âñåãäà ñîòðóäíè÷àëà íà ïåðâîì øàãå, à íà ñëåäóþùèõ øàãàõ
îíà ïîâòîðÿëà ïîâåäåíèå ñîïåðíèêà, òî åñòü, ¾ïðåäàâàëà¿, åñëè ïðå-
äàâàë ñîïåðíèê, è ¾ñîòðóäíè÷àëà¿, åñëè ñîòðóäíè÷àë ñîïåðíèê. Åñ-
ëè äîáàâèòü ê ýòîé ñòðàòåãèè ýëåìåíò ñëó÷àéíîñòè, íàïðèìåð, ÷òî-
áû â ñëó÷àå ïðåäàòåëüñòâà ïðîãðàììà èíîãäà, ñ âåðîÿòíîñòüþ 1-5%,
ïðîùàëà, òî ðåçóëüòàò ìîã áû îêàçàòüñÿ åù¼ ëó÷øå. Ýòî ïîìîãàëî
ðàçðóøèòü öèêë âçàèìíîãî ïðåäàòåëüñòâà (èíòåðåñíî çâó÷èò).

Àíàëèçèðóÿ ðåçóëüòàòû òóðíèðà, Àêñåëüðîä âûäåëèë íåñêîëüêî
óñëîâèé, ñïîñîáñòâóþùèõ âûñîêèì ðåçóëüòàòàì â èãðå.

1. Ñòðàòåãèÿ íå äîëæíà ïðåäàâàòü, ïîêà å¼ íå ïðåäàñò ñîïåðíèê.
Ïî÷òè âñå ñòðàòåãèè, îêàçàâøèåñÿ â âåðõíåé ÷àñòè òóðíèðíîé
òàáëèöû, èìåëè ýòî ñâîéñòâî, íàçîâ¼ì åãî äîáðîòîé. Èíòå-
ðåñíî òî, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ íàèáîëüøåé âûãîäû äëÿ ñåáÿ, òî
åñòü, â ÷èñòî ýãîèñòè÷åñêèõ ïîáóæäåíèÿõ, ñòðàòåãèÿ íå äîëæ-
íà òîïèòü ñîïåðíèêà ïåðâîé.

2. Ñòðàòåãèÿ äîëæíà ðåàãèðîâàòü íà ïîïûòêó ñîïåðíèêà ïðåäàòü
å¼. Âñåïðîùàþùàÿ ñòðàòåãèÿ îáðå÷åíà íà íåóñïåõ, òàê êàê âñå-
ãäà íàéä¼òñÿ ¾ïîäëàÿ¿ ñòðàòåãèÿ, êîòîðàÿ íå ïðåìèíåò ýòèì
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âîñïîëüçîâàòüñÿ. Òî åñòü, óñïåøíàÿ ñòðàòåãèÿ äîëæíà áûòü
ìñòèòåëüíîé.

3. Åñëè îïïîíåíò ïåðåñòàë ïðåäàâàòü, õîðîøàÿ ñòðàòåãèÿ äîëæ-
íà âîçîáíîâèòü ñîòðóäíè÷åñòâî. Ñòðàòåãèÿ äîëæíà óìåòü ïðî-
ùàòü.

4. Çàâèñòü � æåëàíèå íàáðàòü î÷êîâ áîëüøå, ÷åì ñîïåðíèê. Ýòî
� ïëîõîå ñâîéñòâî, õîðîøèå ñòðàòåãèè íåçàâèñòëèâû.

Âûâîä èç ýòîãî ýêñïåðèìåíòà çâó÷èò ñòðàííî: äëÿ òîãî, ÷òî-
áû ñòðàòåãèè-ýãîèñòû ïîëó÷àëè êàê ìîæíî áîëüøå âûãîäû äëÿ ñå-
áÿ, îíè äîëæíû áûòü äîáðûìè, íåçàâèñòëèâûìè è ïðîùàþùèìè.
Íåîæèäàííî, íå òàê ëè?

3.8 Èãðà â ìîíåòêè.

Ðàññìîòðèì òàêóþ èãðó:
Èìååòñÿ äâà èãðîêà. Èãðîê, óãàäàâøèé, â êàêîé ðóêå ìîíåòà ó

ïàðòí¼ðà, çàáèðàåò å¼. Åñëè óãàäàòü íå ïîëó÷èëîñü, îòäà¼ì ñâîþ
ìîíåòêó.

Ïîñòðîèì ìàòðèöó äàííîé èãðû.

Âîïðîøàþùèé
ïðàâàÿ ëåâàÿ

Äåðæàùèé ïðàâàÿ (-1,1) (1,-1)
ëåâàÿ (1,-1) (-1,1)

Êàê ìû âèäèì, â äàííîé èãðå ÂÎÎÁÙÅ íåò íèêàêèõ ðàâíîâåñèé
� íè ïî Íýøó, íè Ïàðåòî-îïòèìàëüíûõ.

Êàê âû äóìàåòå, êàêîå áóäåò ðàâíîâåñèå â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ
â äàííîé èãðå?

Äàâàéòå ïðîâåä¼ì ÷åìïèîíàò ïî äàííîé èãðå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
èãðàòü áûëî èíòåðåñíåå � â ïàðàõ ÷åðåäóåì ïîïûòêè.

Ðàçîáü¼ìñÿ íà ïàðû. Â êàæäîé ïàðå âíà÷àëå ïðîâîäèì äâà òóðà,
â êîòîðûõ âíà÷àëå ïåðâûé ó÷àñòíèê çàãàäûâàåò ìîíåòêó, à çàòåì
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îíè ìåíÿþòñÿ ðîëÿìè. Åñëè â ðåçóëüòàòå òàêîãî áîÿ ïîëó÷àåòñÿ íè-
÷üÿ, òî ïðîâîäèòñÿ òðåòèé òóð, â êîòîðîì çàãàäûâàåò òîò, êòî âûèã-
ðàë âî âòîðîì. Åñëè êîëè÷åñòâî ó÷àñòíèêîâ íå÷¼òíîå, òî ó÷àñòíèê,
íå ïîëó÷èâøèé ïàðû, èãðàåò ñî ìíîé ïî òåì æå ïðàâèëàì, è åñëè
îí ïðîèãðàë, òî âûáûâàåò èç ñîðåâíîâàíèÿ, âûèãðàë � ïðîõîäèò â
ñëåäóþùèé êðóã. Òàê ìû èãðàåì äî òåõ ïîð, ïîêà íå îñòàíåòñÿ 2
èëè 3 ÷åëîâåêà. Â ôèíàëå êàæäûé âñòðå÷àåòñÿ ñ êàæäûì ïî 10 ðàç
çàãàäûâàÿ è 10 ðàç óãàäûâàÿ. Êàæäûé âûèãðûø � î÷êî â êîïèëêó.

Ïðîèñõîäèò èãðà, çàòåì îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ è ñòðàòå-
ãèé.
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4 Ïñèõîëîãèÿ èãðû

Ñåãîäíÿ ìû íà÷í¼ì ñ ïðîäîëæåíèÿ îáñóæäåíèÿ èãð ñ ïîâòîðå-
íèÿìè.

4.1 ×òî òàêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå?

Êîãäà ìû ïðîäóìûâàåì ñìåøàííûå ñòðàòåãèè, ìû èñïîëüçóåì
ïîíÿòèå ¾ñðåäíèé âûèãðûø¿. ×òî òàêîå ýòîò ñðåäíèé âûèãðûø? Íå
áóäåì æå ìû ïðîñòî èñêàòü ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå äëÿ êàæäîé
èãðû?

Íàïîìíèì áîëåå òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ. ×òî òàêîå âûèãðûø â êàæ-
äîé èãðå? Ìû íå çíàåì, êàê ñõîäèò ñîïåðíèê, ïîýòîìó ýòî âåëè÷èíà
íåèçâåñòíàÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ìîæåò ïðèíèìàòü â ðå-
çóëüòàòå ýêñïåðèìåíòà íåèçâåñòíûå çàðàíåå çíà÷åíèÿ èç çàäàííîãî
ìíîæåñòâà.

Ââåä¼ì îïðåäåëåíèå ñðåäíåãî âûèãðûøà íà áîëåå ôîðìàëüíîì
ÿçûêå:

Îïðåäåëåíèå. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû åñòü ñóììà ïðîèçâåäåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïîÿâëåíèÿ âñåõ âîç-
ìîæíûõ çíà÷åíèé íà âåëè÷èíó ýòèõ çíà÷åíèé. Íà ñàìîì äåëå, ïîíÿ-
òèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ � äîñòàòî÷íî áàçîâàÿ âåùü, êîòîðàÿ
èñïîëüçóåòñÿ äàëåêî íå òîëüêî â òåîðèè èãð, íî îá ýòîì ïîïîçæå.

4.2 Ðåøåíèå ìàòðè÷íîé èãðû â ñìåøàíûõ ñòðà-

òåãèÿõ

Äî ýòîãî ìû ðåøàëè òîëüêî ôèêñèðîâàííûå èãðû, à òåïåðü, ïî-
æàëóé, ðåøèì ìàòðè÷íóþ èãðó â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ â îáùåì
âèäå.

Áóäåì ðåøàòü èãðó 2× 2, ïîëàãàÿ, ÷òî äîìèíèðóåìûõ ñòðàòåãèé
íåò.
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Ïóñòü ïëàò¼æíàÿ ìàòðèöà èãðû èìååò âèä

a b
c d

Ïóñòü ïåðâûé èãðîê ñ âåðîÿòíîñòüþ x âûáèðàåò ïåðâóþ ñòðàòå-
ãèþ (ïåðâóþ ñòðîêó) è ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− x � âòîðóþ.

Â äàííîé èãðå îáå ÷èñòûå ñòðàòåãèè âòîðîãî èãðîêà äîëæíû
áûòü îäèíàêîâî ïîëåçíûìè, èíà÷å èãðà áûëà áû èãðîé ñ ñåäëîâîé
òî÷êîé, è èìåëîñü áû ðåøåíèå â âèäå ÷èñòûõ ñòðàòåãèé.

×òî òàêîå îäèíàêîâî ¾ïîëåçíûå¿ ñòðàòåãèè? Ýòî ñòðàòåãèè, èìå-
þùåå îäíî è òî æå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûèãðûøà.

Òîãäà ðàâåíñòâî âûèãðûøåé ìîæíî çàïèñàòü êàê

a · x+ c · (1− x) = b · x+ d · (1− x),

îòêóäà ìîæíî íàéòè, ÷òî

x =
d− c

a− c− b+ d
.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî íàéòè è ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ äëÿ
âòîðîãî èãðîêà.

Ïóñòü âòîðîé èãðîê ñ âåðîÿòíîñòüþ y âûáèðàåò ïåðâóþ ñòðàòå-
ãèþ (ïåðâóþ ñòðîêó) è ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− y � âòîðóþ.

Òîãäà

a · y + b · (1− y) = c · y + d · (1− y),

y =
d− b

a− c− b+ d
.

Òî åñòü, òåïåðü, â ïðèíöèïå, ó íàñ åñòü ãîòîâûå ôîðìóëû, êî-
òîðûå ïîìîãóò íàì ðåøèòü ëþáóþ èãðó ïîñëå ñâåäåíèÿ å¼ ê èãðå
2× 2.
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Íàéä¼ì ðåøåíèå â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ ïðè èãðå â ìîíåòêó, â
êîòîðóþ ìû èãðàëè â êîíöå ïðîøëîé ëåêöèè.

Ýòèì ðåøåíèåì äëÿ îáîèõ èãðîêîâ áóäåò ðàâíîâåðîÿòíîå èñïîëü-
çîâàíèå îáåèõ ÷èñòûõ ñòðàòåãèé.

4.3 ¾Êàìåíü-íîæíèöû-áóìàãà¿

Ïîïðîáóåì íàéòè ðàâíîâåñèå â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ äëÿ èãðû
¾êàìåíü-íîæíèöû-áóìàãà¿.

Ïîñòðîèì ïëàò¼æíóþ ìàòðèöó äëÿ äàííîé èãðû. Ýòî èãðà ñ íó-
ëåâîé ñóììîé, â êîòîðîé ¾1¿ � ýòî ïîáåäà, ¾-1¿ � ïîðàæåíèå, ¾0¿
� íè÷üÿ.

Âòîðîé èãðîê

Êàìåíü Íîæíèöû Áóìàãà

Ïåðâûé èãðîê Êàìåíü 0 1 -1

Íîæíèöû -1 0 1

Áóìàãà 1 -1 0

Ïóñòü ïåðâûé èãðîê ñ âåðîÿòíîñòüþ x âûáèðàåò êàìåíü, ñ âåðî-
ÿòíîñòüþ y � íîæíèöû è ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− x− y � áóìàãó.

Òîãäà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûèãðûøà âòîðîãî èãðîêà â ñëó-
÷àå âûáîðà èì êàìíÿ áóäåò ðàâíî

0 · x+ (−1) · y + 1 · (1− x− y),

â ñëó÷àå âûáîðà íîæíèö �

1 · x+ 0 · y + (−1) · (1− x− y),

è â ñëó÷àå âûáîðà áóìàãè �

(−1) · x+ 1 · y + 0 · (1− x− y).

Òîãäà ðàâåíñòâî âûèãðûøåé ìîæíî çàïèñàòü êàê

0 · x+ (−1) · y + 1 · (1− x− y) =
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1 · x+ 0 · y + (−1) · (1− x− y) =
(−1) · x+ 1 · y + 0 · (1− x− y).

Îòñþäà

−y + 1− x− y = x− 1 + x+ y = −x+ y.

Ðåøèâ ñèñòåìó èç äâóõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè, ïîëó-
÷àåì, ÷òî ðàâíîâåñíûé âûèãðûø 0 äîñòèãàåòñÿ ïðè y = x = 1

3
.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü è îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ äëÿ
âòîðîãî èãðîêà.

Íà ñàìîì äåëå, ¾èãðà â ìîíåòêó¿ è èãðà â ¾êàìåíü-íîæíèöû-
áóìàãó¿ âåñüìà ñïåöèôè÷íû. Ëó÷øåé ñòðàòåãèåé, êàê ìû óæå ïî-
íÿëè, ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûé ðàâíîâåðîÿòíûé âûáîð îäíîãî èç âàðè-
àíòîâ. Íî òîãäà ñðåäíèì âûèãðûøåì áóäåò 0!.. Êàê æå òîãäà ñóùå-
ñòâóþò ÷åìïèîíû ïî äàííûì èãðàì? Ýòî ïðîñòî ëîòåðåÿ èëè ÷òî-òî
áîëüøåå? Ïî÷åìó îíè òàê ïîïóëÿðíû? Íà ñàìîì äåëå, äàííûå èãðû
âåñüìà ïñèõîëîãè÷íû, òàê êàê, ÷òî íè ãîâîðè, âñ¼ ðàâíî îáà èãðîêà
áóäóò ïûòàòüñÿ ïðåäñêàçàòü õîä ïðîòèâíèêà.

Âñïîìíèì ¾Ïîõèùåííîå ïèñüìî¿ Ýäãàðà Ïî. Ïðîöèòèðóåì íåáîëü-
øîé îòðûâîê, êàê íåëüçÿ òî÷íî îòðàæàþùèé ñóòü äàííûõ èãð.

Ìíå çíàêîì âîñüìèëåòíèé ìàëü÷óãàí, ÷üÿ ñïîñîáíîñòü
âåðíî óãàäûâàòü â èãðå ¾÷åò è íå÷åò¿ ñíèñêàëà åìó âñå-
îáùåå âîñõèùåíèå. Ýòî î÷åíü ïðîñòàÿ èãðà: îäèí èç èã-
ðàþùèõ çàæèìàåò â êóëàêå íåñêîëüêî êàìåøêîâ è ñïðà-
øèâàåò ó äðóãîãî, ÷åòíîå ëè èõ êîëè÷åñòâî îí äåðæèò
èëè íå÷åòíîå. Åñëè âòîðîé èãðàþùèé óãàäàåò ïðàâèëü-
íî, òî îí âûèãðûâàåò êàìåøåê, åñëè æå íåïðàâèëüíî,
òî ïðîèãðûâàåò êàìåøåê. Ìàëü÷èê, î êîòîðîì ÿ óïî-
ìÿíóë, îáûãðàë âñåõ ñâîèõ øêîëüíûõ òîâàðèùåé. Ðàçó-
ìååòñÿ, îí ñòðîèë ñâîè äîãàäêè íà êàêèõ-òî ïðèíöè-
ïàõ, è ýòè ïîñëåäíèå çàêëþ÷àëèñü ëèøü â òîì, ÷òî
îí âíèìàòåëüíî ñëåäèë çà ñâîèì ïðîòèâíèêîì è ïðà-
âèëüíî îöåíèâàë ñòåïåíü åãî õèòðîñòè. Íàïðèìåð, åãî
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çàâåäîìî ãëóïûé ïðîòèâíèê ïîäíèìàåò êóëàê è îïðà-
øèâàåò: ¾×åò èëè íå÷åò?¿ Íàø øêîëüíèê îòâå÷àåò
¾íå÷åò¿> è ïðîèãðûâàåò.. Îäíàêî â ñëåäóþùåé ïîïûò-
êå îí âûèãðûâàåò, ïîòîìó ÷òî ãîâîðèò ñåáå: ¾Ýòîò
äóðàê âçÿë â ïðîøëûé ðàç ÷åòíîå êîëè÷åñòâî êàìåøêîâ
è, êîíå÷íî, äóìàåò, ÷òî îòëè÷íî ñõèòðèò, åñëè òå-
ïåðü âîçüìåò íå÷åòíîå êîëè÷åñòâî. Ïîýòîìó ÿ îïÿòü
ñêàæó � íå÷åò!¿ Îí ãîâîðèò ¾íå÷åò!¿ è âûèãðûâàåò.
Ñ ïðîòèâíèêîì ÷óòü ïîóìíåå îí ðàññóæäàë áû òàê:
¾Ýòîò ìàëü÷èê çàìåòèë, ÷òî ÿ ñåé÷àñ ñêàçàë ¾íå÷åò¿,
è òåïåðü îí ñíà÷àëà çàõî÷åò èçìåíèòü ÷åòíîå ÷èñëî
êàìåøêîâ íà íå÷åòíîå, íî òóò æå ñïîõâàòèòñÿ, ÷òî
ýòî ñëèøêîì ïðîñòî, è îñòàâèò èõ êîëè÷åñòâî ïðåæ-
íèì. Ïîýòîìó ÿ ñêàæó ¾÷åò!¿. ¿. Îí ãîâîðèò ¾÷åò!¿
è âûèãðûâàåò.. Âîò õîä ëîãè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé ìà-
ëåíüêîãî ìàëü÷èêà, êîòîðîãî åãî òîâàðèùè îêðåñòèëè
¾ñ÷àñòëèâ÷èêîì¿. Íî, â ñóùíîñòè ãîâîðÿ, ÷òî ýòî òà-
êîå? � Âñåãî òîëüêî, � îòâåòèë ÿ, � óìåíüå ïîëíî-
ñòüþ îòîæäåñòâèòü ñâîé èíòåëëåêò ñ èíòåëëåêòîì
ïðîòèâíèêà. � Âîò èìåííî, � ñêàçàë Äþïåí. � À êî-
ãäà ÿ ñïðîñèë ó ìàëü÷èêà, êàêèì ñïîñîáîì îí äîñòèãàåò
ñòîëü ïîëíîãî îòîæäåñòâëåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùåãî åìó
ïîñòîÿííûé óñïåõ, îí îòâåòèë ñëåäóþùåå: ¾Êîãäà ÿ õî-
÷ó óçíàòü, íàñêîëüêî óìåí, èëè ãëóï, èëè äîáð, èëè çîë
âîò ýòîò ìàëü÷èê èäè î ÷åì îí ñåé÷àñ äóìàåò, ÿ ñòà-
ðàþñü ïðèäàòü ñâîåìó ëèöó òî÷íî òàêîå æå âûðàæå-
íèå, êîòîðîå âèæó íà åãî ëèöå, à ïîòîì æäó, ÷òîáû
óçíàòü, êàêèå ìûñëè èëè ÷óâñòâà âîçíèêíóò ó ìåíÿ â
ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì âûðàæåíèåì¿.

Ïîòîìó ìàëü÷èê èç äàííîãî ðàññêàçà íàñòîëüêî óñïåøåí, ÷òî îí
âñåãäà ìîæåò ïðîäóìàòü öåïî÷êó

¾Îí äóìàåò, ÷òî ÿ äóìàþ, ÷òî îí äóìàåò, ÷òî....¿ ðîâíî íà îäèí
øàã äàëüøå, ÷åì ñîïåðíèê.
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4.4 Ðåøåíèå èãðû â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ

Ïîïðîáóåì íàéòè ðåøåíèå èãðû â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ äëÿ
ìàòðèöû ïîáîëüøå.

1 2 4
3 2 3
2 3 1

Ïóñòü ïåðâûé èãðîê ñ âåðîÿòíîñòüþ x âûáèðàåò ïåðâóþ ñòðà-
òåãèþ, ñ âåðîÿòíîñòüþ y � âòîðóþ, è ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − x − y �
òðåòüþ.

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé èãðå, ðàñïèøåì ðàâåíñòâî ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ îæèäàíèé âûèãðûøà âòîðîãî èãðîêà.

1 · x+ 3 · y + 2 · (1− x− y) =

2 · x+ 2 · y + 3 · (1− x− y) =

4 · x+ 3 · y + 1 · (1− x− y).

Îòñþäà,

2− x+ y = 3− x− y = 1 + 3x+ 2y.

Òîãäà,

2 + y = 3− y,

2− 3y = 4x.

y =
1

2
;

x =
1

8
.

Òî åñòü, ñòðàòåãèÿ ïåðâîãî èãðîêà � èñïîëüçîâàòü ñòðàòåãèè ñî-
îòâåòñòâåííî ñ âåðîÿòíîñòÿìè 1

8
, 1
2
, 3
8
.
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Íàéä¼ì ñòðàòåãèþ âòîðîãî èãðîêà. Ïóñòü âòîðîé èãðîê ñ âåðîÿò-
íîñòüþ a âûáèðàåò ïåðâóþ ñòðàòåãèþ, ñ âåðîÿòíîñòüþ b � âòîðóþ
è ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− a− b � òðåòüþ.

Ðàñïèøåì ðàâåíñòâî ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé âûèãðûøà ïåð-
âîãî èãðîêà.

1 · a+ 2 · b+ 4 · (1− a− b) =

3 · a+ 2 · b+ 3 · (1− a− b) =

2 · a+ 3 · b+ 1 · (1− a− b).

Îòñþäà ñòðàòåãèÿ ïåðâîãî èãðîêà � èñïîëüçîâàòü ñòðàòåãèè ñî-
îòâåòñòâåííî ñ âåðîÿòíîñòÿìè 1

8
, 5
8
, 1
4
.

Òàêèì îáðàçîì, òåïåðü ìû ìîæåì ðåøèòü ëþáóþ ìàòðè÷íóþ èã-
ðó.

Ïîâòîðèì ìåòîäèêó.

• Âíà÷àëå ïîñëåäîâàòåëüíî èñêëþ÷àåì âñå äîìèíèðóåìûå ñòðà-
òåãèè.

• Åñëè îñòà¼òñÿ îäèí ýëåìåíò, çíà÷èò, ìû íàøëè ñåäëîâóþ òî÷-
êó ìàòðèöû è, òàêèì îáðàçîì, ó íàñ åñòü ðåøåíèå â ÷èñòûõ
ñòðàòåãèÿõ, ïðè÷¼ì åäèíñòâåííîå.

• Íàõîäèì è âûäåëÿåì äâóìÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè îïòèìàëüíûå
õîäû äëÿ ñòðàòåãèé îáîèõ èãðîêîâ â êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì
ñòîëáöå, âèðòóàëüíî ôèêñèðóÿ õîä ñîïåðíèêà.

• Åñëè íà ïåðåñå÷åíèè ñòîëáöîâ è ñòðîê ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû,
âûäåëåííûå îáîèìè ñïîñîáàìè � ó íàñ åñòü ðàâíîâåñèÿ Íýøà
â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ.

• Èùåì ðåøåíèå â ñìåøàíûõ ñòðàòåãèÿõ.

Âû âåðíî ïîíÿëè � áûâàþò èãðû, â êîòîðûõ åñòü êàê ðàâíîâåñèå
ïî Íýøó â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ, òàê è ðåøåíèå â ñìåøàííûõ.

50



4.5 Èãðû ñ ìíîæåñòâîì ðàâíîâåñèé

À òåïåðü ïðèäóìàéòå, ïîæàëóéñòà, èãðó, èìåþùóþ ðàâíîâåñèÿ
Íýøà è â ÷èñòûõ, è â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ.

Ïåðâûé ïðèäóìàâøèé ïîëó÷èò îò ìåíÿ 30 áàëëîâ,

Âòîðîé � 20 áàëëîâ,

À òðåòèé � 10 áàëëîâ.

Èä¼ò ïðîöåññ ïðèäóìûâàíèÿ èãð.

Ïðèìåð îäíîé èç òàêèõ èãð �

(1,10) (0,0)
(0,0) (10,1)
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4.6 Ëèñòèê äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Íàéäèòå ðàâíîâåñèÿ â ñëåäóþùèõ èãðàõ, çàäàííûõ â ñòðàòåãè-
÷åñêîé ôîðìå.

A1 =

3 9 4
8 4 9
7 3 8

 , A2 =

5 3 4 7
4 5 8 6
7 4 6 5

 , A3 =

 5 6 11
10 11 6
9 10 5



A4 =

5 2 5 0 5
2 5 2 4 0
3 −1 3 −2 3

 , A5 =


1 7 10
6 2 3
8 3 5
9 4 6


A6 =

2 3 1 5 6
4 1 6 0 7
1 2 0 0 5

 , A7 =

2 3 4 5 6
1 2 3 4 5
7 2 8 3 2



A8 =

1 4 2
5 3 0
6 2 1

 , A9 =


2 7 1
3 8 4
5 8 2
3 6 1
1 1 1

 , A10 =

24 1 2 0 5
0 9 9 8 10
3 5 6 4 10



A11 =


0 1 2
1 2 3
4 0 1
0 1 1

 , A12 =


4 3 2
3 0 0
2 1 0
4 2 3


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4.7 Ïîñëåäîâàòåëüíûå èãðû

Äî ýòîãî ìû îáñóæäàëè òîëüêî èãðû, â êîòîðûõ èãðîêè ñîâåð-
øàþò âûáîð îäíîâðåìåííî. Íî åñòü è äðóãèå âàðèàíòû.

Ìàëî òîãî, òàêèå âàðèàíòû âñòðå÷àþòñÿ äîñòàòî÷íî ÷àñòî.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ èãðó:
Ïóñòü ×åáóðàøêà è Ñýéëîð Ìóí ñîáðàëèñü íà ñâèäàíèå. Äëÿ

òîãî, ÷òîáû íèêòî íå îáèäåëñÿ, âíà÷àëå ×åáóðàøêà âûáèðàåò îäíî
èç äâóõ êàôå, à ïîòîì Ñýéëîð Ìóí âûáèðàåò îäíî èç äâóõ áëþä â
í¼ì (áëþäà â êàôå îäèíàêîâû, íî ãîòîâÿò èõ ïî-ðàçíîìó). Êàæäàÿ
ïàðà èñõîäà ïðèíåñ¼ò ðàçíûå âûèãðûøè, âûèãðûøåì â äàííîé èãðå
áóäåò ïîëó÷åííîå óäîâîëüñòâèå îò ïîãëîùåíèÿ ïèùè. Òàê êàê ýòè
ïåðñîíàæè ñëèøêîì ðàçëè÷íû, â ñâî¼ì âûáîðå îíè ðóêîâîäñòâóþòñÿ
èñêëþ÷èòåëüíî ýãîèñòè÷íûìè ñîîáðàæåíèÿìè.

Ïîïðîáóåì îïèñàòü äàííóþ èãðó â ñòðàòåãè÷åñêîé ôîðìå.

Ñýéëîð Ìóí
Áëèí÷èêè Øàóðìà

×åáóðàøêà Ñòîëîâàÿ ÊÏÌ (1,9) (1,9)
Ñòîëîâàÿ 8-êè (0,0) (2,1)

Çàìåòèì, ÷òî êîãäà èãðà ïðåäñòàâëåíà â óêàçàííîé ôîðìå, òî ìû
âèäèì äâà ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó (Áëèí÷èêè â Ñòîëîâîé ÊÏÌ èëè
Øàóðìà â Ñòîëîâîé 8-êè). Íà ñàìîì äåëå ýòî íå òàê. Ïðîáëåìà çà-
êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èãðîêè âûáèðàþò ñòðàòåãèè ïîñëåäîâàòåëüíî
äðóã çà äðóãîì, âòîðîé èãðîê óæå çíàåò, êàêóþ ñòðàòåãèþ âûáðàë
ïåðâûé. Ìàòðèöà ïëàòåæåé â ïðèâû÷íîé ôîðìå íå äà¼ò îá ýòîì
ïðåäñòàâëåíèÿ.

Àñèììåòðè÷íîñòü äàííîé èãðû ëó÷øå ïðîÿâëÿåòñÿ íå â âèäå
ìàòðèöû ïëàòåæåé, à â âèäå äåðåâà âûáîðà, ýêñòåíñèâíîé ôîðìå.

Ïåðâûì äåëîì ×åáóðàøêà äîëæåí âûáðàòü ñòîëîâóþ ÊÏÌ èëè
ñòîëîâóþ 8-êè, à çàòåì Ñýéëîð Ìóí äîëæíà âûáðàòü, ÷òî îíà âîçü-
ì¼ò � áëèí÷èêè èëè øàóðìó. Íî Ñýéëîð Ìóí, äåëàÿ ñâîé âûáîð,
óæå çíàåò, â êàêóþ ñòîëîâóþ ïðèâ¼ë å¼ ×åáóðàøêà íà ñâèäàíèå.
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Ñòîëîâàÿ ÊÏÌ
(1,9)

Áëèí÷èêè

(1,9)
Øàóðìà

Ñòîëîâàÿ 8-êè
(0,0)

Áëèí÷èêè

(2,1)
Øàóðìà

Ïðîâåä¼ì àíàëèç èãðû, ðàññìîòðåâ õîäû â îáðàòíîì ïîðÿäêå.
Åñëè ×åáóðàøêà óæå ñäåëàë ñâîé ïåðûé õîä è âûáðàë ¾ñòîëîâóþ
ÊÏÌ¿, òî, âíå çàâèñèìîñòè îò õîäà Ñýéëîð Ìóí, âûèãðûø áóäåò ñî-
ñòàâëÿòü (1,9). Åñëè ×åáóðàøêà âûáðàë ñâîèì ïåðâûì õîäîì ¾ñòî-
ëîâóþ 8-êè¿, òî õîäû Ñýéëîð Ìóí óæå íåðàâíîçíà÷íû è äëÿ äîñòè-
æåíèÿ íàèëó÷øåãî ðåçóëüòàòà åé ñòîèò âûáðàòü øàóðìó, ïîñëå ÷åãî
âûèãðûø áóäåò ñîñòàâëÿòü (2,1).

×òî æå âûáðàòü ×åáóðàøêå? Ïðè âûáîðå ¾ñòîëîâîé ÊÏÌ¿ ðå-
çóëüòàòîì èãðû áóäåò (1,9) è îí ïîëó÷èò âûèãðûø, ðàâíûé 1. Åñëè
îí âûáåðåò ¾ñòîëîâóþ 8-êè¿, òî åãî âûèãðûø áóäåò ðàâåí 2. Ýòî è
áóäåò íàèáîëåå ðàçóìíûì äëÿ íåãî âûáîðîì. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ðàâíî-
âåñíûé âûáîð � øàóðìà èç ¾ñòîëîâîé 8-êè¿, ÷òî âåä¼ò ê âûèãðûøó
äëÿ ×åáóðàøêè â 2, à äëÿ Ñýéëîð Ìóí � â 1.

Âòîðîå èç âðîäå êàê ðàâíîâåñèé, êîòîðîå áûëî ïîëó÷åíî ñ ïî-
ìîùüþ òàáëèöû, òî÷íî íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèåì, èìåþùèì ñìûñë
â äàííîé èãðå. Î÷åâèäíî, ÷òî â ñëó÷àå âûáîðà ×åáóðàøêîé ñòîëî-
âîé ÊÏÌ, Ñýéëîð Ìóí ìîãëà âûáðàòü áëèí÷èêè, íî âûáîð äàííîé
ñòîëîâîé ×åáóðàøêîé áûë áû íå ñàìûì óìíûì ïîñòóïêîì.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ Ñýéëîð Ìóí, ñâèäàíèå ñêëàäûâàåòñÿ íå ñàìûì
óäà÷íûì îáðàçîì � îíà ìîãëà áû ïîëó÷èòü âûèãðûø 9, à ïîëó÷èò
âñåãî-íàâñåãî 1. ×òî îíà ìîæåò ñäåëàòü â òàêîé ñèòóàöèè?

Íàïðèìåð, îíà ìîæåò óãðîæàòü ×åáóðàøêå, ÷òî îíè âñ¼ ðàâíî
áóäóò åñòü áëèí÷èêè, äàæå åñëè ïîéäóò â âîñüì¼ðêó. Åñëè ×åáó-
ðàøêà âåðèò â æåíñêèå óãðîçû, òî ýòî èìååò ñìûñë, òàê êàê òî-
ãäà ñòîëîâàÿ ÊÏÌ åìó ïðèíåñ¼ò îäèí áàëë óäîâîëüñòâèÿ, òîãäà êàê
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áëèí÷èêè â ñòîëîâîé 8-êè îí âîîáùå íå çàõî÷åò åñòü è ïîëó÷èò 0
î÷êîâ.

Ïðè âíèìàòåëüíîì ðàññìîòðåíèè ñòàíîâèòñÿ ÿñíûì, ÷òî ýòà óãðî-
çà íà ñàìîì äåëå óãðîçîé íå ÿâëÿåòñÿ. Âåäü î÷åâèäíî, ÷òî êàê òîëüêî
×åáóðàøêà ñäåëàåò ñâîé âûáîð, âîçìîæíûìè âûèãðûøàìè Ñýéëîð
Ìóí ìîãóò áûòü ëèáî 0, ëèáî 1, òàê ÷òî ïóñòü óæ ýòî áóäåò 1.

Ïðîáëåìà Ñýéëîð Ìóí â òîì, ÷òî ïîñëå òîãî, êàê ×åáóðàøêà
äåëàåò ñâîé âûáîð, îí îæèäàåò ðàöèîíàëüíîãî ïîñòóïêà îò íå¼. Îíà
ìîãëà áû ñåáÿ ñâÿçàòü îáÿçàòåëüñòâîì ñúåñòü áëèí÷èêè äàæå â òîì
ñëó÷àå, åñëè áû ×åáóðàøêà ïðèâ¼ë å¼ â ¾ñòîëîâóþ 8-êè¿, âîçìîæíî,
ýòî ìîãëî áû óëó÷øèòü å¼ íàñòðîåíèå.

Ñâÿçàòü ñåáÿ òàêèì îáÿçàòåëüñòâîì ìîæíî, íàïðèìåð, ïîçâîëèâ
êîìó-íèáóäü äðóãîìó ñäåëàòü çà ñåáÿ. Ñýéëîð Ìóí, íàïðèìåð, ìîã-
ëà áû íàíÿòü êóçíåöà è ïîðó÷èòü åìó çàñòàâèòü å¼ åñòü áëèí÷èêè â
äàííîì ñëó÷àå. Îäíàêî, ñ òî÷êè çðåíèÿ ×åáóðàøêè, ñèòóàöèÿ â ýòîì
ñëó÷àå ðåøèòåëüíî ìåíÿåòñÿ � åñëè îí çíàåò î äîãîâîð¼ííîñòè Ñýé-
ëîã Ìóí ñ êóçíåöîì, òî îí ïîíèìàåò, ÷òî åñëè îí ïðèâåä¼ò Ñýéëîð
Ìóí íå â ÊÏÌ, åãî âå÷åð áóäåò áåçíàä¼æíî èñïîð÷åí. Ïîýòîìó äëÿ
íåãî ðàçóìíåå ïîéòè íà ïîâîäó ó äåâóøêè. Â äàííîì ñëó÷àå æåíñêèé
óëüòèìàòóì ïîìîã ïîâûñèòü íàñòðîåíèå Ñýéëîð Ìóí.

Êàê âîîáùå íàçâàòü ðàâíîâåñèå, âîçíèêàþùåå â äàííîé èãðå?
Ðàâíîâåñèå â ýòîé è åé ïîäîáíûõ èãðàõ íàçûâàåòñÿ ðàâíîâåñè-

åì Øòàêåëüáåðãà. Â òàêèõ èãðàõ èìååòñÿ ëèäåð, èãðîê, êîòîðûé
äåëàåò ïåðâûé õîä. Ëèäåð ìîæåò îïðåäåëèòü ñòðàòåãèè, îïðåäåëÿþ-
ùååñÿ ðàâíîâåñèåì Íýøà, ïîñëå êàæäîãî èç ñâîèõ õîäîâ, à âåäîìûé
âûáèðàåò ñòðàòåãèè ñîãëàñíî ïðîãíîçà ëèäåðà.

Íàïðèìåð, â ðàññìîòðåííîé èãðå, ðàâíîâåñèåìØòàêåëüáåðãà ÿâ-
ëÿåòñÿ øàóðìà èç ñòîëîâîé 8-êè.

4.8 Îãðàíè÷åíèå âûáîðà

Ñòðàòåãè÷åñêèå õîäû äëÿ èãðîêà åñòü äåéñòâèÿ èãðîêà, ïðè-
çâàííûå îáåñïå÷èòü íàèáîëåå áëàãîïðèÿòíûé äëÿ íåãî ðåçóëüòàò.
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Ðàññìîòðèì ¾èãðó â òðóñà¿. Ïóñòü èìåþòñÿ äâà àâòîìîáèëÿ, íåñó-
ùèõñÿ äðóã ê äðóãó. Ñâåðíóâøèé ïåðâûì ñ÷èòàåòñÿ òðóñîì, íî âû-òî
òðóñîì áûòü íå õîòèòå è ïûòàåòåñü íàéòè ñòðàòåãèþ, êîòîðàÿ äàñò
âàì ïðåèìóùåñòâî. ×òî âû ìîæåòå ñäåëàòü?

×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî âû íå ñîáèðàåòåñü ñâîðà÷èâàòü, âû ìîæåòå
äåìîíñòðàòèâíî ñíÿòü ðóëü, è ïóñòü âàø ñîïåðíèê ýòî âèäèò. Íî
âåäü âû æå ïîòåðÿëè ñâîáîäó äåéñòâèé, ðàçâå ïîòåðÿ ñâîáîäû ìîæåò
îêàçàòüñÿ âûãîäíîé? Â äàííîé èãðå � äà, ìîæåò. Âåäü ñâîáîäà â ýòîé
èãðå åñòü âîçìîæíîñòü ñâåðíóòü â ñòîðîíó, òî åñòü, ïðîèãðàòü. Ñíÿâ
ðóëü, âû ëèøàåòå ñåáÿ òàêîé âîçìîæíîñòè. Ýòî � ñòðàòåãè÷åñêèé
õîä. ß íàäåþñü, âû íå áóäåòå ñîâåðøàòü òàêèõ ñòðàòåãè÷åñêèõ õîäîâ
è, òåì áîëåå, èãðàòü â òàêèå èãðû.

Èäåÿ î òîì, ÷òî èãðîêè (îäèí èëè îáà) ìîãóò ïîïûòàòüñÿ âîç-
äåéñòâîâàòü íà õîä èãðû, áûëà ðàçâèòà Òîìàñîì Øåëëèíãîì. Îí
ðàññìàòðèâàë òàêèå ïðè¼ìû, êàê îáåùàíèå (îáÿçàòåëüñòâî) è óãðî-
çà.

Îáÿçàòåëüñòâî � ñòðàòåãè÷åñêèé õîä, èçâåùàþùèé äðóãèõ èã-
ðîêîâ î ñâîèõ íàìåðåíèÿõ, êîòîðûå íå èçìåíÿòñÿ âíå çàâèñèìîñòè
îá îáñòîÿòåëüñòâ. Íàïðèìåð, âîò èãðà â áóäèëüíèê. Èìåþòñÿ äâà
èãðîêà � ¾âå÷åðíèé ÿ¿ è ¾óòðåííèé ÿ¿. Ïåðâûé õîä � ¾âå÷åðíå-
ãî ÿ¿. Îí âêëþ÷àåò áóäèëüíèê è áîëüøå íè÷åãî íå ïðåäïðèíèìàåò.
¾Óòðåííèé ÿ¿ ñîâåðøàåò âòîðîé õîä, îí � âåäîìûé. Ïîñëå ñðàáàòû-
âàíèÿ áóäèëüíèêà ó íåãî äâå àëüòåðíàòèâû � ïîäíÿòüñÿ ñ ïîñòåëè
(îïòèìàëüíàÿ àëüòåðíàòèâà íà ïðèíÿòîå ¾âå÷åðíèì ÿ¿ îáÿçàòåëü-
ñòâî) èëè îñòàâàòüñÿ â íåé.

Óãðîçà � îòâåòíàÿ ðåàêöèÿ, øòðàô íà íå ñîîòâåòñòâóþùèå âà-
øèì îæèäàíèÿì äåéñòâèÿ äðóãèõ èãðîêîâ. Óãðîçà, â îòëè÷èè îò îáÿ-
çàòåëüñòâà, îñóùåñòâëÿåòñÿ îòâåòíûì õîäîì. Åñëè ñîïåðíèêè ïëà-
íèðîâàëè ñäåëàòü ÷òî-ëèáî âûãîäíîå äëÿ ñåáÿ, íî âàøà ðåàêöèÿ íå
ïîçâîëÿåò ýòî îñóùåñòâèòü, òî ðå÷ü èä¼ò î ñäåðæèâàíèè. Åñëè âà-
øà óãðîçà ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ñîïåðíèêè âûáèðàþò õîä, êîòîðûé
èíà÷å áû îíè íå ñäåëàëè, òî ðå÷ü èä¼ò î ïðèíóæäåíèè. È â ñëó-
÷àå óãðîçû, è â ñëó÷àå îáåùàíèÿ ñîïåðíèê â îòâåò ñîâåðøàåò òàêèå
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äåéñòâèÿ, êîòîðûå èíà÷å áû îí íå ñîâåðøèë, ýòî � ñòðàòåãè÷åñêèå
õîäû.

Ñóùåñòâóþò è èíôîðìàòèâíûå õîäû. Íàïðèìåð, åñëè ìû çàÿâ-
ëÿåì, ÷òî ÷òî-ëèáî ïðîèçîéä¼ò, òî ýòî íàçûâàåòñÿ ïðåäóïðåæäå-
íèåì. Âàðèàíò � çàâåðåíèå, ìû èíôîðìèðóåì, ÷òî â êàêèõ-òî ñëó-
÷àÿõ ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ îïðåäåë¼ííîé ñòðàòåãèè.

Â íåêîòîðûõ ñèòóàöèÿõ ïåðâîìó èãðîêó íåâûãîäíî ïðèíèìàòü
ðåøåíèÿ, â äðóãèõ ñëó÷àÿõ ïîëåçíî ïîìåøàòü ñîïåðíèêó çàÿâèòü îá
îáÿçàòåëüñòâå. Âåëèêèé êèòàéñêèé ñòðàòåã Ñóíü Öçû ó÷èë, ÷òî âðà-
ãó âñåãäà íàäî îñòàâëÿòü ïóòü ê îòñòóïëåíèþ. Åñëè ïóòè ê îòñòóï-
ëåíèþ ó ñîïåðíèêà íåò, ó íåãî ïîÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüñòâî ñðàæàòüñÿ
äî êîíöà, ÷òî ìîæåò îêàçàòüñÿ íåâûãîäíûì äëÿ íàñ (íàïðèìåð, ìû
îöåíèâàåì, ÷òî ñîïåðíèê â äåéñòâèòåëüíîñòè ñèëüíåå íàñ, íî îí-òî
îá ýòîì íå çíàåò, çàñòàâèòü åãî ñðàæàòüñÿ � ïðîèãðàòü áîé).

Â îñíîâå ñäåðæèâàíèÿ ÷àùå âñåãî ëåæèò óãðîçà, â îñíîâå ïðè-
íóæäåíèÿ � ñòèìóë.

Ïðåäñòàâèì ñåáå êîìïàíèþ è å¼ ñîòðóäíèêîâ. Ñòðàòåãèÿ ïîñòå-
ïåííîãî ïîâûøåíèÿ âîçíàãðàæäåíèÿ çà âûïîëíåííóþ ðàáîòû áîëåå
ýôôåêòèâíà, åñëè èìååòñÿ íåêîòîðàÿ ãðàíèöà, äî äîñòèæåíèè êîòî-
ðîé âîçíàãðàæäåíèÿ íå âûïëà÷èâàþòñÿ, à ïîñëå äîñòèæåíèÿ êîòî-
ðîé ðàçìåð âîçíàãðàæäåíèé ñèëüíî âîçðàñòàåò.

Èëè äðóãîé ïðèìåð. Âàì ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ ïèñàòü êîíòðîëüíûå,
à ìíå ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ èõ ïðèíèìàòü. Íàâåðíîå, âñå îáðàòèëè âíè-
ìàíèå íà òî, ÷òî íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî âðåìÿ óæå èñòåêëî, ðÿä ó÷å-
íèêîâ âñ¼ åù¼ ïðîäîëæàåò ïèñàòü, íàäåÿñü âûöàðàïàòü ïàðó-òðîéêó
áàëëîâ. Ñòîèò èì äàòü ðîâíî îäíó äîïîëíèòåëüíóþ ìèíóòó � îíè
áóäóò ïèñàòü ýòó ìèíóòó è íå îñòàíîâÿòñÿ. Óãðîçîé â ýòîì ñëó÷àå
ÿâëÿåòñÿ îòêàç â ïðè¼ìå èõ ðàáîòû íà ïðîâåðêó ïðè ïðîñðî÷êå âðå-
ìåíè, íî äîñòîâåðíîñòü ýòîé óãðîçû ìîæíî ïîâûñèòü, åñëè ââåñòè
øòðàô çà ïðîñðî÷êó.

À êàêîãî ðàçìåðà äîëæíà áûòü óãðîçà äëÿ òîãî, ÷òîáû èçìåíèòü
â âàøó ïîëüçó ñòðàòåãèþ ïàðòí¼ðà? Çäåñü ëó÷øå íà÷àòü ñ ìåëêèõ
óãðîç, òàê êàê ýòî ïîçâîëèò ñâåñòè ñâîè çàòðàòû ê ìèíèìóìó, åñ-
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ëè âàøè óãðîçû íå ïîçâîëÿþò ñäåðæàòü èëè ïðèíóäèòü ñîïåðíèêà,
à âàì ïðèä¼òñÿ âàøó óãðîçó îñóùåñòâèòü. Ìû ïîñòåïåííî óâåëè-
÷èâàåì ðàçìåð óãðîçû äî îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé, ýòî � ñòðàòåãèÿ
áàëàíñèðîâàíèÿ íà ãðàíè.

4.9 Àóêöèîí

Ñåãîäíÿøíÿÿ ëåêöèÿ áûëà ïîñâÿùåíà â îñíîâíîì ïñèõîëîãèè èã-
ðû.

Äàâàéòå íàïîñëåäîê ñûãðàåì ñ âàìè â èãðó íåìíîãî äðóãîãî òè-
ïà, ÷åì ìû ïðîõîäèëè ðàíåå.

Ó ìåíÿ â ðóêàõ ëèñòèê, êîòîðûé äàñò âàì 50 áàëëîâ.
Ìû ñûãðàåì â íåêóþ ðàçíîâèäíîñòü àóêöèîíà: ÿ îòäàì ýòîò ëè-

ñòèê òîìó èç âàñ, êòî äàñò çà íåãî áîëüøå âñåãî áàëëîâ. Ïðàâäà, íå
âñ¼ òàê ïðîñòî. Âòîðîé ïî ïîðÿäêó ïðåäëîæåííîé ñóììû ÷åëîâåê
îòäàñò ìíå òó ñóììó, êîòîðóþ îí ñîáèðàëñÿ îòäàòü çà ìîé ëèñòîê.

Äàâàéòå ïîÿñíèì. Â àóêöèîíå ó÷àñòâîâàëî äâà ÷åëîâåêà, îäèí
èç íèõ ïðåäëîæèë 16 áàëëîâ, îí ñòàë ïîáåäèòåëåì, à ñòàâêà âòîðîãî
ñîñòàâèëà 15 áàëëîâ. ß îòäàþ ïîáåäèòåëþ â îáìåí íà åãî 16 áàëëîâ
ñâîè 50, à âòîðîé ó÷àñòíèê îòäàñò ìíå ñâîè 15 áàëëîâ. Ñïðàâåäëèâî?

Èä¼ò ïðîöåññ èãðû è îáñóæäåíèÿ ðåçóëüòàòîâ.

Ýòà èãðà íàçûâàåòñÿ ¾äîëëàðîâûé àóêöèîí¿. Å¼ îïèñàë Øóáèê
â ñòàòüå 1971 ãîäà è èìåííî îí ñ÷èòàåòñÿ å¼ àâòîðîì.

Ïðîôåññîð Ìàêñ Áàçåðìåí êàæäûé ãîä òàêèì îáðàçîì ïðîäà¼ò
20-òè äîëëàðîâóþ êóïþðó ñòóäåíòàì MBA Harward Buisness School.
Ðåêîðä ïðîäàæè � 204 äîëëàðà, âûèãðûø âñåãäà èä¼ò íà áëàãîòâî-
ðèòåëüíîñòü. Â ýòó æå èãðó îí èãðàåò è ñ òîï-ìåíåäæåðàìè êðóïíûõ
êîìïàíèé è âñåãäà âûðó÷àåò çà ñâîþ 20-òè äîëëàðîâóþ áóìàæêó
áîëüøå, ÷åì îíà ñòîèò. ×òî çàñòàâëÿåò ëþäåé ïëàòèòü çà áóìàæ-
êó â 20 äîëëàðîâ á�îëüøèå ñóììû? Ïðîôåññîð õî÷åò ïîêàçàòü, ÷òî,
îñîáåííî â áèçíåñå, ó ÷åëîâåêà èìååòñÿ ñëàáîå ìåñòî � áîÿçíü ïî-
òåðü. Ïðè ïåðñïåêòèâå ïîòåðÿòü äåíüãè ìíîãèå íà÷èíàþò âåñòè ñåáÿ
íåàäåêâàòíî.
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Â íà÷àëå èãðû ó÷àñòíèêàì êàæåòñÿ, ÷òî õàëÿâà áëèçêà � íó íå
áóäó æå ÿ îòäàâàòü çà 20-êó á�îëüøóþ ñóììó! Íî âîò òîðãè äîõî-
äÿò äî 15. Ïëàíèðóåìûé âûèãðûø óæå íå òàê ñëàäîê äëÿ ïåðâîãî,
à âòîðîìó ãðîçèò çíà÷èòåëüíûé ïðîèãðûø. Êàê òîëüêî ñòàâêè ïðå-
âûøàþò 21, â ïðîèãðûøå îêàçûâàþòñÿ îáà. Íî ïåðâûé âåäü ïðîèã-
ðàåò âñåãî 1 äîëëàð, à âòîðîé � äâàäöàòü. Äâàäöàòü ïðîèãðûâàòü
íå õî÷åòñÿ, äàâàéòå ÿ ïîñòàâëþ 22 äîëëàðà, òîãäà ÿ ïðîèãðàþ âñåãî
2. Òåïåðü òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïîâòîðÿåò äðóãîé èãðîê, îêàçàâ-
øèéñÿ ñåé÷àñ âòîðûì. Â èòîãå êàæäàÿ ñòàâêà ïðèâîäèò ê âñ¼ áîëü-
øåìó ñîâîêóïíîìó ïðîèãðûøó, õîòÿ êàæäûé èç ó÷àñòíèêîâ ïðîñòî-
íàïðîñòî ñòàðàëñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ñâîé ïðîèãðûø.

Äàâàéòå íàçîâ¼ì ýòî ÿâëåíèå ôåíîìåíîì Áàçåðìàíà è ïî-
ñìîòðèì, ãäå ìû åãî ìîãëè âèäåòü.

Èãðîê íà ôîíäîâîì ðûíêå ïîòåðÿë äåíüãè. Îí ìîæåò çàôèêñè-
ðîâàòü óáûòîê, îí âåðèò, ÷òî óäà÷à åìó óëûáí¼òñÿ � è òåðÿåò åù¼.
Èãðîê â êàçèíî (à ìû çíàåì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûèãðû-
øà â êàçèíî îòðèöàòåëüíî, òî åñòü, ýòî èãðà óáûòî÷íà äëÿ êàæäîãî
èç èãðîêîâ), íàäåÿñü îòûãðàòüñÿ, ïðîèãðûâàåò âñ¼.

Äëÿ íåêîòîðûõ ìàãàçèíîâ, ïðîäàþùèõ ýëåêòðîíèêó, â ñâî¼ âðåìÿ
íàáëþäàëñÿ ïàðàäîêñ Áàçåðìàíà. Ìàãàçèí çàêóïèë, ñêàæåì, öèô-
ðîâîé ôîòîàïïàðàò çà 20000 ðóáëåé. Îí âûñòàâëÿåò çà íåãî öåíó â
30000 ðóáëåé. Öåíà êàæåòñÿ çàâûøåííîé, íî íàøèõ áèçíåñìåíîâ ýòî
íå îñòàíàâëèâàåò, îíè íàäåþòñÿ ïðîäàòü åãî è ïîëó÷èòü ïðèáûëü.
Íî ôîòîàïïàðàò íèêòî íå ïîêóïàåò, îí ëåæèò íà ïîëêå. Íà ðûíîê
âûõîäèò íîâûé, ëó÷øèé ôîòîàïïàðàò, îáëàäàþùèé áîëåå âûñîêèìè
õàðàêòåðèñòèêàìè ïî çàêóïî÷íîé öåíå 18000 ðóáëåé. Çäåñü ñàìîå
âðåìÿ ñíèçèòü öåíó íà ïåðâûé � çà 30000 ðóáëåé îí è ðàíüøå íå
áûë íóæåí, à òåïåðü óæ è ïîäàâíî. Íî ìåíåäæåðû ìàãàçèíà ðàññóæ-
äàþò ïî-äðóãîìó: ó íàñ çàëîæåíà öåíà 30000 êàê ñóììà çàêóïî÷íîé
öåíû 20000 è íàêëàäíûõ ðàñõîäîâ â 10000 íà òðàíñïîðò, çàðïëàòó
è àðåíäó. Åñëè ÿ ïðîäàì ýòîò ôîòîàïïàðàò õîòÿ áû çà 29000, ÿ ïî-
ëó÷ó ÷èñòûé óáûòîê â 1000 ðóáëåé, òàê ÷òî ïóñòü îí ëåæèò ïî ýòîé
öåíå... Âåðîÿòíîñòü ïîêóïêè òàêîãî ôîòîàïïàðàòà, ïðàâäà, áûñòðî
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óñòðåìëÿåòñÿ ê íóëþ è ÷èñòûé óáûòîê ñòàíîâèòñÿ 30000 ðóáëåé.
Åù¼ îäèí õàðàêòåðíûé ïðèìåð � âëàäåëüöû ñòàðûõ ìàøèí. Â

ðåìîíò ýòèõ ìàøèí âêëàäûâàþòñÿ äåíüãè. ×åì áîëüøå äåíåã âëî-
æåíî â ðåìîíò, òåì ìåíüøå æåëàíèÿ ñ ýòîé ìàøèíîé ðàññòàòüñÿ.
¾ß âëîæó åù¼ íåìíîãî äåíåã, è îíà, íàêîíåö, ïîåäåò¿. Åñòü ó ìåíÿ
òàêèå çíàêîìûå, ýòî òàê.

Áîÿçíü ïîòåðÿòü äåíüãè ÷àñòî âåä¼ò ê åù¼ á�îëüøèì ïîòåðÿì.
Ôèêñèðóéòå óáûòêè, íå óìíîæàÿ èõ. Åñëè ÷åëîâåê ñî ñòåïåíüþ MBA
ïðåäëîæèò âàì óâåëè÷èòü âàø äîõîä, íå äîâåðÿéòå åìó âàøè äåíüãè.
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5 Ïîñëåäîâàòåëüíûå èãðû. Èãðû ñ íåñî-

âåðøåííîé èëè íåïîëíîé èíôîðìàöèåé.

5.1 Âûèãðûøíûå è ïðîèãðûøíûå ïîçèöèè

Ðàññêàæåì åù¼ íåìíîãî îá èãðàõ. Åñëè óáðàòü ôàêòîð íåðàöè-
îíàëüíîñòè, ïîñëåäîâàòåëüíûå èãðû � ýòî îäíà èç âîçìîæíûõ òåì
íà îëèìïèàäàõ ïî ìàòåìàòèêå.

Ïóñòü èìååòñÿ èãðà äëÿ äâóõ èãðîêîâ, ñîâåðøàþùèõ õîäû ïî-
î÷åðåäè. ×òî åñòü ñóòü èãðû � ñåé÷àñ íå ñòîëü âàæíî: ÷èñëà, ôè-
ãóðû íà äîñêå, êàìóøêè â êó÷êå. Âàæåí ôàêò, ÷òî ïîñëå êàæäîãî
ñîâåðø¼ííîãî õîäà ïîçèöèÿ èçìåíÿåòñÿ, è î÷åðåäü õîäà ïåðåõîäèò ê
äðóãîìó èãðîêó.

Ïóñòü äàííàÿ èãðà áóäåò êîíå÷íîé, è â íåé íå áóäåò íè÷üèõ. Òî-
ãäà âñå âîçìîæíûå ïîçèöèè, âîçíèêàþùèå â ýòîé èãðå, ìîæíî ðàçäå-
ëèòü íà äâà ìíîæåñòâà: âûèãðûøíûõ è ïðîèãðûøíûõ ïîçèöèé.
Íàëîæèì ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ:

1. Êàæäàÿ äîñòèæèìàÿ èç íà÷àëüíîé ïîçèöèÿ ïðèíàäëåæèò ðîâ-
íî îäíîìó èç ìíîæåñòâ.

2. Âñå çàêëþ÷èòåëüíûå (òåðìèíàëüíûå) ïîçèöèè � âûèãðûøíûå.

3. Ëþáîé õîä èç âûèãðûøíîé ïîçèöèè âåä¼ò â ïðîèãðûøíóþ, òî
åñòü, â âûèãðûøíîé ïîçèöèè íå ñóùåñòâóåò õîäîâ, ïðèâîäÿùèõ
ê âûèãðûøíîé ïîçèöèè.

4. Â ëþáîé ïðîèãðûøíîé ïîçèöèè ñóùåñòâóåò ïî ìåíüøåé ìåðå
îäèí õîä, ïðèâîäÿùèé â âûèãðûøíóþ ïîçèöèþ.

Åñëè íà÷àëüíàÿ ïîçèöèÿ áûëà âûèãðûøíîé, òî ó âòîðîãî èãðî-
êà åñòü âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ: ïåðâûé èãðîê ñâîèì õîäîì ìîæåò
ïîïàñòü òîëüêî â ïðîèãðûøíóþ ïîçèöèþ, â òî âðåìÿ, äëÿ âòîðîãî
(à ìû çà íåãî èãðàåì) âñåãäà íàéä¼òñÿ õîä â âûèãðûøíóþ. Àíàëî-
ãè÷íî, åñëè íà÷àëüíàÿ ïîçèöèÿ áûëà ïðîèãðûøíîé, òî âûèãðûâàåò
ïåðâûé èãðîê, êàê áû ïàðàäîêñàëüíî ýòî íè çâó÷àëî.
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Íàéòè âûèãðûøíûå è ïðîèãðûøíûå ïîçèöèè ïîìîãàåò àíàëèç ñ
êîíöà: èñïîëüçóÿ òî, ÷òî êîíå÷íàÿ ïîçèöèÿ âûèãðûøíàÿ, ìû ðàñ-
ñìàòðèâàåì õîäû â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó:

Çàäà÷à 1. Êîðîëü ñòîèò íà ïîëå a1. Çà îäèí õîä åãî ìîæíî
ïåðåäâèíóòü íà îäíî ïîëå âïðàâî, íà îäíî ïîëå ââåðõ èëè íà îäíî
ïîëå ïî äèàãîíàëè ¾âïðàâî-ââåðõ¿. Âûèãðûâàåò òîò, êòî ïîñòàâèò
êîðîëÿ íà ïîëå h8. Êòî âûèãðàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

Ðåøåíèå. Ïîïðîáóåì íàéòè âûèãðûøíûå ïîçèöèè, èñõîäÿ èç èõ
ñâîéñòâ. Ïî îïðåäåëåíèþ çàâåðøàþùàÿ ïîçèöèÿ (h8) � âûèãðûø-
íàÿ. Ïîýòîìó â êëåòêó h8 ïîñòàâèì ¾+¿. Òàêæå ìû áóäåì îòìå÷àòü
âñå íàéäåííûå ïðîèãðûøíûå ïîçèöèè. Â êëåòêàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïðîèãðûøíûì ïîçèöèÿì, áóäåì ñòàâèòü ¾-¿. Òàê êàê ïîçèöèè, èç
êîòîðûõ êîðîëü ìîæåò çà îäèí õîä ïîïàñòü íà âûèãðûøíîå ïîëå
h8 � ïðîèãðûøíûå, òî íà ïîëÿ h7, g8, g7 ñòàâèì ¾-¿. Ñ ïîëåé h6 è
f8 çà îäèí õîä ìîæíî ïîïàñòü òîëüêî íà âûèãðûøíûå ïîëÿ, çíà-
÷èò, â ýòèõ êëåòêàõ ìîæíî ïîñòàâèòü ¾+¿ � îíè âûèãðûøíûå. Èç
òîëüêî ÷òî ïîëó÷åííûõ âûèãðûøíûõ ïîçèöèé ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþ-
ùèå ïðîèãðûøíûå ïîçèöèè: h5, g5, g6, f7, e7, e8. Ïðîäîëæàÿ àíàëî-
ãè÷íûì îáðàçîì, ìû â èòîãå çàïîëíèì òàáëèöó.
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Âûèãðûøíûå è ïðîèãðûøíûå ïîçèöèè äëÿ çàäà÷è ïðî êîðîëÿ.
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Íà÷àëüíàÿ ïîçèöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîèãðûøíîé, çíà÷èò, âûèãðûø-
íàÿ ñòðàòåãèÿ åñòü ó ïåðâîãî èãðîêà.

Ðåøèì åù¼ îäíó çàäà÷êó èç îëèìïèàä.
Çàäà÷à 2. Èãðà íà÷èíàåòñÿ ñ ÷èñëà 1. Çà õîä ðàçðåøàåòñÿ óìíî-

æèòü èìåþùååñÿ ÷èñëî íà ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî îò 2 äî 7. Âûèã-
ðûâàåò òîò, êòî ïåðâûì ïîëó÷èò ÷èñëî, áîëüøåå 1000. Êòî âûèãðàåò
ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

Ðåøåíèå. Â äàííîì ñëó÷àå ïîçèöèÿ � ýòî îäíî ÷èñëî. Ñíîâà
âîñïîëüçóåìñÿ àíàëèçîì ñ êîíöà: âñå ÷èñëà > 1001 ÿâëÿþòñÿ âû-
èãðûøíûìè ïîçèöèÿìè. Òå ïîçèöèè, èç êîòîðûõ ìîæíî ïîïàñòü â
âûèãðûøíûå, äîëæíû áûòü ïðîèãðûøíûìè. Çíà÷èò, âñå ÷èñëà îò
143 äî 1000 ÿâëÿþòñÿ ïðîèãðûøíûìè � äîìíîæèâ êàæäîå íà 7, ìû
ïîïàä¼ì â âûèãðûøíóþ ïîçèöèþ. Âñå ÷èñëà îò 72 äî 142 ÿâëÿþòñÿ
âûèãðûøíûìè ïîçèöèÿìè, ïîòîìó ÷òî èç íèõ ìîæíî ïîïàñòü òîëü-
êî â ïðîèãðûøíûå: ïðè äîìíîæåíèè ÷èñëà îò 72 äî 142 íà ÷èñëî
îò 2 äî 7 ïîëó÷àåòñÿ ÷èñëî îò 144 äî 994. Ïðîäîëæàÿ àíàëîãè÷íûì
îáðàçîì, ïîëó÷àåì: ïîçèöèè îò 11 äî 71 � ïðîèãðûøíûå, ïîçèöèè ñ
6 ïî 10 � âûèãðûøíûå, è ïîçèöèè ñ 1 ïî 5 � ïðîèãðûøíûå.

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî íà÷àëüíàÿ ïîçèöèÿ � ïðîèãðûøíàÿ, çíà÷èò, ïðè
ïðàâèëüíîé èãðå âûèãðûâàåò ïåðâûé èãðîê.

5.2 Ðàâíîâåñèå ïî ïîäûãðàì

Ïîèñê ðàâíîâåñèÿ â ýêîíîìè÷åñêèõ èãðàõ ïðîèçâîäèòñÿ òî÷íî
òàê æå, êàê è â ìàòåìàòè÷åñêèõ. Ðàçâ¼ðíóòàÿ ôîðìà èãðû ïðåä-
ñòàâëÿåò èç ñåáÿ îäíîíàïðàâëåííûé ãðàô áåç öèêëîâ, òî åñòü, äå-
ðåâî. Ìû ïîìíèì, ÷òî çàêëþ÷èòåëüíûå ïîçèöèè èãðû íàçûâàþò-
ñÿ òåðìèíàëüíûìè, à íà÷àëüíûé óçåë - êîðíåâûì. Ïîääåðåâî �
÷àñòü äåðåâà, íà÷èíàþùàÿñÿ â íåòåðìèíàëüíîé âåðøèíå, ïîäûãðà
� ÷àñòü èãðû, îïèñûâàþùàÿñÿ ïîääåðåâîì.

Ìû ÷àñòî ïðèìåíÿëè òåðìèí ñòðàòåãèÿ, îïèñûâàþùèé äåéñòâèÿ
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èãðîêà â êîíêðåòíîé ñèòóàöèè, â äàííîì ñëó÷àå � â òåõ ïîçèöèÿõ,
â êîòîðûõ åãî î÷åðåäü õîäà.

Ðåøåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ èãð ìû íàõîäèëè ñ êîíöà, ýòîò ìåòîä
íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì îáðàòíîé èíäóêöèè. Ìû ðàññìàòðèâàëè âñå
òåðìèíàëüíûå âåðøèíû, äàâ èì îöåíêó (òàêèå ïîçèöèè íàçûâàþòñÿ
ïîçèöèÿìè íóëåâîãî ðàíãà), çàòåì � âñå íåòåðìèíàëüíûå âåðøèíû,
èç êîòîðûõ âñå õîäû âåäóò â òåðìèíàëüíûå âåðøèíû (ýòèì ïîëó-
÷èëè âñå ïîçèöèè, èìåþùèå ïåðâûé ðàíã), çàòåì âñå ïîçèöèè, èç
êîòîðûõ ïîçèöèè ïåðâîãî ðàíãà äîñòèæèìû çà îäèí õîä. Òàê êàê èã-
ðà ó íàñ êîíå÷íàÿ, òî åñòü, ñîäåðæèò êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî âåðøèí,
òî êàæäàÿ âîçìîæíàÿ â èãðå ïîçèöèÿ (äîñòèæèìàÿ èç êîðíåâîé) â
êîíöå êîíöîâ ïîëó÷àåò ñâîé ðàíã.

Â ýêîíîìè÷åñêèõ èãðàõ âûèãðûø è ïðîèãðûø íå ñòîëü ÿâíû,
ïóñòü îíè îïðåäåëÿþòñÿ ÷èñëàìè. Êàæäûé èç èãðîêîâ ñòðåìèòñÿ ïî-
ëó÷èòü íàèáîëüøèé âûèãðûø äëÿ ñåáÿ. Â äàííîì ñëó÷àå àëãîðèòì
íåìíîãî óñëîæíÿåòñÿ. Ðàíã ïîçèöèé òåïåðü îïðåäåëÿåòñÿ âûèãðû-
øåì, êîòîðûé ïîëó÷àò èãðîêè. Ðàññìîòðèì ïîçèöèè ïåðâîãî ðàíãà.
Èãðîê, äåëàþùèé õîä â ýòîé ïîçèöèè, âûáåðåò èç íèõ òó ïîçèöèþ,
â êîòîðîé îí ïîëó÷èò íàèáîëüøèé âûèãðûø. Êàæäàÿ èç ïîçèöèé
ïåðâîãî ðàíãà ïîëó÷àåò åù¼ îäíó õàðàêòåðèñòèêó � âûèãðûø èãðî-
êà, ñîâåðøàþùåãî õîä. Åñëè èãðîê, ñîâåðøàþùèé çàêëþ÷èòåëüíûé
õîä, èìååò âûáîð èç íåñêîëüêèõ õîäîâ, ïðèâîäÿùèõ ê ðàçëè÷íûì
ðåçóëüòàòàì, ÷òî îí âûáåðåò? Î÷åâèäíî, õîä, ïðèíîñÿùèé åìó íàè-
áîëüøóþ âûãîäó. Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ èç ïîçèöèé ïåðâîãî ðàíãà
ïîëó÷èò ÷èñëî � çíà÷åíèå âûèãðûøà, íàïðèìåð, ïåðâîãî èãðîêà.
Ïîçèöèè âòîðîãî ðàíãà � òå ïîçèöèè, èç êîòîðûõ èìåþòñÿ õîäû â
ïîçèöèè ïåðâîãî ðàíãà. Òàê êàê î÷åðåäü õîäà ñåé÷àñ ïðèíàäëåæèò
óæå äðóãîìó èãðîêó, öåëü åãî ìåíÿåòñÿ, åìó òðåáóåòñÿ íå ìàêñè-
ìèçèðîâàòü âûèãðûø ïðîòèâíèêà, à ìèíèìèçèðîâàòü åãî (â èãðå
ñ íóëåâîé ñóììîé ýòî òàê). Ýòîò àëãîðèòì è íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì
îáðàòíîé èíäóêöèè. Èçîáðåëè åãî äâà ìàòåìàòèêà - Öåðì�åëî (îí
çíàìåíèò ñâîåé òåîðåìîé) è Êóí, ïîýòîìó îí è íîñèò èõ èìÿ.

Äëÿ èãð â ðàçâ¼ðíóòîé ôîðìå, òî åñòü, ïðåäñòàâëåííûõ â âè-
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äå äåðåâà, ðàâíîâåñèå Íýøà òîæå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü, îíî áóäåò
íàçûâàòüñÿ ðàâíîâåñèåì, ñîâåðø¼ííûì ïî èãðàì. Ýòî � íàáîð
ñòðàòåãèé îáîèõ èãðîêîâ, åñëè åãî ñóæåíèå íà ëþáóþ èç ïîäûãð ïðè-
âîäèò ê ðàâíîâåñèþ Íýøà â ýòîé ïîäûãðå. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ñòðà-
òåãèÿ â ïîäûãðå íå áóäåò çàâèñåòü îò òîãî, èãðàåòñÿ ëè ýòà ïîäûãðà
îòäåëüíî èëè îíà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ áîëüøîé èãðû.

5.3 Èãðû ñ íåñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé

Â øàõìàòàõ è äîìèíî ñîïåðíèêè, äåëàÿ õîäû, çíàþò âñþ èñòî-
ðèþ ñäåëàííûõ õîäîâ (â øàõìàòàõ èõ äàæå îáû÷íî çàïèñûâàþò).
Ãîâîðÿ áîëåå íàó÷íûì ÿçûêîì � èãðîê ìîæåò îïðåäåëèòü âåðøèíó
äåðåâà èãðû äëÿ òåêóùåé ïîçèöèè. Íàðóøåíèå ýòî ïðèíöèïà ïåðåâî-
äèò èãðó â äðóãîé êëàññ � êëàññ èãð ñ íåñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé.
Èãðîê, ñîâåðøàþùèé õîä, ìîæåò îïðåäåëèòü íåêîå ïîäìíîæåñòâî
ïîçèöèé äåðåâà èãðû, â êîòîðûõ îí ìîæåò íàõîäèòüñÿ, ïðè÷¼ì èã-
ðîê ìîæåò äàæå íå çíàòü, â êàêîé ïîäûãðå îí íàõîäèòñÿ. Ïîýòîìó
òåðìèí ¾ïîäûãðà¿ â òàêèõ èãðàõ ìåíÿåò çíà÷åíèå: òåïåðü ýòî òàêîå
ïîääåðåâî èãðû, ÷òî ëþáîå èíôîðìàöèîííîå ìíîæåñòâî, ïåðåñåêà-
þùååñÿ ñ ýòèì ïîääåðåâîì, ïîëíîñòüþ ëåæèò â íåì.

Â öåëîì, âñå èãðû â íîðìàëüíîé ôîðìå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëå-
íû, êàê ïîñëåäîâàòåëüíàÿ èãðà ñ íåñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé.

5.4 Íóæíî áîëüøå çîëîòà!

Ñûãðàåì â ïîñëåäîâàòåëüíóþ èãðó.
Èìååòñÿ çàâîä, óïðàâëÿåìûé äèðåêòîðîì, ó êîòîðîãî â ïîä÷è-

íåíèè íà÷àëüíèêè öåõîâ. Äèðåêòîð ïðèíèìàåò ðåøåíèå, óñòàíàâëè-
âàòü ëè æ¼ñòêóþ ïîëèòèêó, ïðè êîòîðîé ðàáî÷èå îáëàãàþòñÿ øòðà-
ôàìè, èëè ìÿãêóþ. Íà÷àëüíèêè öåõîâ òîæå ïðèíèìàþò ðåøåíèå,
ïåðåäàâàòü ëè âñå ïîëó÷åííûå øòðàôû äèðåêòîðó, èëè äîáàâèòü
ñîáñòâåííûå, öåõîâûå øòðàôû. Ðàáî÷èå òîæå âûáèðàþò � åñëè çàð-
ïëàòà ìèíóñ íåáîëüøèå øòðàôû èõ óñòðàèâàåò, òî áîëüøèå øòðàôû
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ìîãóò ïðèâåñòè ê çàáàñòîâêå. Çàáàñòîâêè ñíèæàþò îáùóþ ïðèáûëü
äèðåêòîðà, è îí ñòàðàåòñÿ èõ èçáåæàòü.

Ïëàòåæè äèðåêòîðó:

• Äèðåêòîðó âûãîäíû âûñîêèå øòðàôû, ê êîòîðûì íà÷àëüíèêè
öåõîâ íå äîáàâëÿþò ñâîè, à ðàáî÷èå íå áàñòóþò.

• Çàáàñòîâêà ðàáî÷èõ óìåíüøàåò ïëàòåæè äèðåêòîðó íà 1.

• Åñëè íà÷àëüíèêè öåõîâ ââîäÿò ñâîè øòðàôû, ïîìèìî äèðåê-
òîðñêèõ, ïëàò¼æ äèðåêòîðó óìåíüøàåòñÿ íà 1.

• Åñëè äèðåêòîð íå óñòàíàâëèâàåò âûñîêèå øòðàôû, ïëàò¼æ óìåíü-
øàåòñÿ íà 1.

Ïëàòåæè íà÷àëüíèêà öåõà:

• Íà÷àëüíèêó öåõà âûãîäíî, êîãäà îí ñîáèðàåò äîïîëíèòåëüíûå
øòðàôû, à ðàáî÷èå íå áàñòóþò.

• Ñèòóàöèÿ, êîãäà ðàáî÷èå áàñòóþò è íà÷àëüíèê ñîáèðàåò äîáà-
âî÷íûå øòðàôû, õóæå, ÷åì åñëè áû ðàáî÷èå íå áàñòîâàëè è
øòðàôû íå ñîáèðàëèñü.

• Ñàìûé ïëîõîé ñëó÷àé, êîãäà äîïîëíèòåëüíûå øòðàôû íå ñî-
áèðàþòñÿ, à ðàáî÷èå áàñòóþò.

Ïëàòåæè ðàáî÷èõ

• Ðàáî÷èå ïîëó÷àþò íàèáîëüøóþ âûãîäó, êîãäà íè äèðåêòîð, íè
íà÷àëüíèê öåõà øòðàôîâ íå íàêëàäûâàåò, à îíè íå áàñòóþò.

• Åñëè íà÷àëüíèê öåõà ââ¼ë øòðàôû ïîìèìî äèðåêòîðñêèõ, òî
íåçàâèñèìî îò âåëè÷èíû äèðåêòîðñêèõ øòðàôîâ ðàáî÷èå ìî-
ãóò íà÷àòü áàñòîâàòü.

66



• Åñëè è äèðåêòîð, è íà÷àëüíèê öåõà ââîäÿò áîëüøèå øòðàôû,
òî ðàáî÷èì íè÷åãî íå îñòà¼òñÿ, êàê áàñòîâàòü.

Д

Н

Н

Р

Р

Р

Р

Не штрафовать

Не штрафовать

Не штрафовать

Штрафовать

Штрафовать

Штрафовать

Не бастовать

Не бастовать

Не бастовать

Бастовать

Бастовать

Бастовать

(-1,-1,-1)

(-2,1,0)

(-3,-2,1)
(0,-1,1)

(-1,-3,0)

(-2,-2,1)

Ðàçâ¼ðíóòàÿ ôîðìà èãðû
Ðàáî÷èå îñîáåííî íå äóìàþò î ïðè÷èíå, åñëè çàìå÷àþò, ÷òî èõ

ñòàëè øòðàôîâàòü ñèëüíåå � òî ëè äèðåêòîð óñòàíîâèë íîâûå ïðà-
âèëà ïî âñåìó çàâîäó, òî ëè íà÷àëüíèê öåõà õî÷åò ïîäçàðàáîòàòü
íà ðàáî÷èõ. Ðàç òàê, òî íàøà èãðà � èãðà ñ íåñîâåðøåííîé èíôîð-
ìàöèåé. Ðàáî÷èå ïðèíèìàþò ðåøåíèå î çàáàñòîâêå íå çíàÿ, â êàêîé
âåðøèíå íàõîäèòñÿ èãðà è êàêèì ïóò¼ì îíè ïðèøëè ê ýòîé âåðøèíå.

Ó äèðåêòîðà â íàøåé èãðå äâå ñòðàòåãèè � óñòàíàâëèâàòü øòðà-
ôû èëè íå óñòàíàâëèâàòü. Ó íà÷àëüíèêà öåõà � ÷åòûðå, òàê êàê
ïåðåä ïðèíÿòèåì ðåøåíèÿ î øòðàôàõ â ñâîþ ïîëüçó îí çíàåò î ðåøå-
íèè äèðåêòîðà. À âîò ó ðàáî÷èõ ñ ó÷¼òîì íåðàçëè÷èìîñòè ïðåäûñ-
òîðèè õîäîâ âñåãî äâå ñòðàòåãèè.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè âñå ðàâíîâåñèÿ Íýøà, ñîñòàâèì ìàòðèöó
ïëàòåæåé.

Ñòðàòåãèè íà÷àëüíèêà öåõà áóäóò ðàçëè÷àòüñÿ ïî ðåãèñòðó áóêâ
� áîëüøèå áóêâû (â âûñîêîì ðåãèñòðå) áóäóò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ ñëó-
÷àÿ, êîãäà äèðåêòîð óñòàíîâèë øòðàô, âñåãî áóäåò 4 áóêâû. Áóêâà-
ìè E è e îáîçíà÷èì ñëó÷àè, êîãäà íà÷àëüíèê öåõà ðåøèë âçèìàòü
äîïîëíèòåëüíûå øòðàôû (îò ñëîâà Extra), áóêâàìè B è b � êîãäà
îí äîïîëíèòåëüíûå øòðàôû âçèìàòü íå õî÷åò (îò ñëîâà Bypass).

Åñëè äèðåêòîð óñòàíîâèë øòðàôû (F � Fine), òî ïîëó÷àåòñÿ
ñëåäóþùàÿ ìàòðèöà ïëàòåæåé:
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Ðàáî÷èå
Áàñòîâàòü Íå áàñòîâàòü

Íà÷àëüíèê öåõà E (-2;-2;1) (-2;-2;1)
e (-2;-2;1) (-2;-2;1)
B (-1;-3;0) (1;-1;1)
b (-1;-3;0) (1;-1;1)

Åñëè äèðåêòîð ðåøèë îáîéòèñü áåç øòðàôîâ (f):

Ðàáî÷èå
Áàñòîâàòü Íå áàñòîâàòü

Íà÷àëüíèê öåõà E (-3;-2;1) (-2;1;0)
e (-1;-1;2) (-1;-1;2)
B (-3;-2;1) (-2;1;0)
b (-1;-1;2) (-1;-1;2)

Íàéä¼ì ëó÷øèå îòâåòû íà÷àëüíèêà öåõà íà âñå ñòðàòåãèè äèðåê-
òîðà è ðàáî÷èõ. Îòìåòèì â ìàòðèöàõ íàèëó÷øèé õîä äèðåêòîðà íà
êàæäóþ ñòðàòåãèþ ðàáî÷èõ.

Äëÿ ðàáî÷èõ ïîñòóïèì àíàëîãè÷íî � îòìåòèì íàèëó÷øèå õîäû
ðàáî÷èõ íà êàæäóþ èç ñòðàòåãèé íà÷àëüíèêà öåõà.

Äëÿ äèðåêòîðà òðåáóåòñÿ ñðàâíèòü âûèãðûø â îáîèõ ìàòðèöàõ
â îòâåò íà êàæäóþ èç ñòðàòåãèé íà÷àëüíèêà öåõà.

Îáîçíà÷èì çàáàñòîâêó áóêâîé S, îò ñëîâà Strike. Ìû ìîæåì âè-
äåòü, ÷òî ñëåäóþùèå íàáîðû ñòðàòåãèé ÿâëÿþòñÿ ðàâíîâåñèÿìè Íý-
øà (ïî÷åìó?): (F,E,S), (F, B, s), (F, b, s), (f, e, S), (f, b, S).

Êàêèå èç ýòèõ ðàâíîâåñèé åñòü ðàâíîâåñèÿ Íýøà íà ïîäûãðàõ?
Èìåþòñÿ ëè ïîäûãðû, íå íà÷èíàþùèåñÿ ñ íà÷àëüíûõ ïîçèöèé? Åñëè
ìû íà÷èíàåì ïîäûãðó â ïîçèöèÿõ, ãäå õîä ïðèíàäëåæèò ðàáî÷èì,
òî èíôîðìàöèîííîå ìíîæåñòâî áóäåò ñîñòîÿòü èç äâóõ âåðøèí, îäíà
èç êîòîðûõ ëåæèò â ïîääåðåâå, à îäíà � ëåæèò çà åãî ïðåäåëàìè.
Ðàññìîòðèì âåðøèíû, ñ êîòîðûõ íà÷èíàþòñÿ ïîääåðåâüÿ õîäîâ íà-
÷àëüíèêà öåõà. Óâû, îïÿòü íàì ìåøàåò òîò ôàêò, ÷òî èíôîðìàöè-
îííîå ìíîæåñòâî ðàáî÷èõ ñîñòîèò èç äâóõ âåðøèí, îäíà èç êîòîðûõ
ëåæèò â íàøåì ïîääåðåâå, à äðóãàÿ � ëåæèò â äðóãîì ïîääåðåâå, òî
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åñòü, ñâÿçàíà ñ äðóãîé ïîäûãðîé. Òàêèì îáðàçîì, ïîäûãð, îòëè÷íûõ
îò öåëîé èãðû, ó íàñ íåò, è íàéäåííûå ðàâíîâåñèÿ Íýøà ÿâëÿþòñÿ
ðàâíîâåñèÿìè Íýøà, ñîâåðø¼ííûìè íà ïîäûãðàõ.

5.5 Èãðû ñ íåïîëíîé èíôîðìàöèåé

Â ñòàòè÷åñêèõ èãðàõ, êîòîðûå ìû ðàññìàòðèâàëè äî ñèõ ïîð, ìû
ñ÷èòàëè, ÷òî èãðîêè ðàâíîèíôîðìàðîâàíû î âñåõ âîçìîæíûõ õîäàõ
â èãðå è î å¼ ïðàâèëàõ. Áîëåå òîãî, ïîëàãàëîñü, ÷òî íàì èçâåñòíû è
öåëåâûå ôóíêöèè âñåõ èãðîêîâ, â òîì ÷èñëå è âñåì èçâåñòíà íàøà
öåëåâàÿ ôóíêöèÿ. Ýòî áûëè èãðû ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé.

Íà ñàìîì äåëå, ñóùåñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî èãð, òàêèì óñëî-
âèÿì íå óäîâëåòâîðÿþùèõ, òåõ èãð, â êîòîðûõ ìû íå çíàåì òî÷íî
öåëåâûå ôóíêöèè äðóãèõ èãðîêîâ. Åñëè ïîëàãàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò
îãðàíè÷åííîå êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ öåëåâûõ ôóíêöèé, ìû äà¼ì
âîçìîæíîñòü ñîâåðøèòü õîä ïðèðîäå, ñîçäàâ âìåñòî íàñòîÿùåãî èã-
ðîêà íàáîð âèðòóàëüíûõ, êàæäûé ñ äåòåðìèíèðîâàííîé ôóíêöèåé
èãðû, è äîáàâèâ õîä èãðîêà ¾ïðèðîäà¿, êîòîðûé âûáèðàåò ôàêòè-
÷åñêîãî èãðîêà èç ïðåäëîæåííîãî ìíîæåñòâà âèðòóàëüíûõ. Åñëè â
íàøåé èãðå ìíîæåñòâî èãðîêîâ, òî ïåðâûé õîä âñåãäà çà èãðîêîì
¾ïðèðîäà¿, êîòîðûé âûáåðåò òèïû èãðîêîâ â êîíêðåòíîé èãðå. Èã-
ðû ñ íåïîëíîé èíôîðìàöèåé íàçûâàþòñÿ Áàéåñîâñêèìè.

×òî òàêîå ðàöèîíàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ â Áàéåñîâñêèõ èãðàõ? Êàê å¼
îïðåäåëèòü? Êàæäûé èãðîê çíàåò ñâîé òèï, íî òèï ñîïåðíèêà ðàçûã-
ðûâàåòñÿ. Âîïðîñ îáû÷íî ñîñòîèò â òîì, êàêèå âåðîÿòíîñòè ó ñîáû-
òèé ðîçûãðûøà ïðèðîäîé êàæäîãî èç òèïîâ ñîïåðíèêà. Ôèêñèðóÿ
ñîïåðíèêà (òåì ñàìûì îïðåäåëÿÿ åãî ñòðàòåãèþ), ìû ìîæåì óñòà-
íîâèòü îæèäàåìûé âûèãðûø äëÿ êàæäîãî èç âîçìîæíûõ âàðèàí-
òîâ âûáîðà. Ìàòåìàòè÷åñêîå æå îæèäàíèå îáùåãî âûèãðûøà áóäåò
îïðåäåëÿòüñÿ ñóììîé ïðîèçâåäåíèé íàøåãî âûèãðûøà â êîíêðåò-
íîì ðàñïðåäåëåíèè òèïîâ èãðîêîâ íà âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ â ðå-
çóëüòàòå ðîçûãðûøà äàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òèïîâ. Íàïîìíèì, ÷òî
óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî ôîðìóëå Áàéåñà, îòñþäà
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òåðìèí ¾áàéåñîâñêîå ðàâíîâåñèå¿.
Âîçíèêàþùèå çàäà÷è ñ ó÷¼òîì áàéåñîâñêîãî ðàâíîâåñèÿ âûõîäÿò

çà ðàìêè øêîëüíîé ïðîãðàììû, ïîýòîìó ìû íå áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü ðåøåíèÿ â ñìåøàíûõ ñòðàòåãèÿõ è âîîáùå äîñòàòî÷íî ñòðîãî,
ïðîñòî ïîïûòàåìñÿ ïðîâåñòè íåêèé àíàëèç âîçíèêàþùèõ ñèòóàöèé.

5.6 Ëûæíþ!

Ïîÿñíèì ïîíÿòèå áàéåñîâñêîé èãðû ñëåäóþùåé èãðîé, íàçîâ¼ì
å¼ ¾áàéåñîâñêàÿ ëûæíÿ¿.

Ïóñòü èìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ ëûæíÿ, ïî êîòîðîé èäóò äâîå ëûæ-
íèêîâ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó. Ëûæíÿ îäíà, êòî-òî èç íèõ äîëæåí å¼
óñòóïèòü. Åñëè íèêòî íå óñòóïèò, îíè ñòîëêíóòñÿ, à ñêîðîñòè ó íèõ
áîëüøèå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óñòóïèòü ëûæíþ � ïîêàçàòü ñåáÿ ìàëî-
äóøíûì, òîæå íå õî÷åòñÿ. Äàâàéòå íàçîâ¼ì ¾ïðèíöèïèàëüíûì ëûæ-
íèêîì¿ òàêîãî, êîòîðûé ïîëó÷èò á�îëüøèé øòðàô, åñëè îí óñòóïèò
ëûæíþ, à ¾äîáðîäóøíûì¿ òàêîãî, êîòîðûé, óñòóïèâ ëûæíþ, íå áó-
äåò ñ÷èòàòü ñåáÿ ìîðàëüíî îáäåë¼ííûì, òî åñòü, øòðàôà íå ïîëó÷èò.
Ïåðâûé ëûæíèê íå çíàåò, êàêîé õàðàêòåð ó âòîðîãî, îí îöåíèâàåò
âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî âòîðîé ëûæíèê ðàâíîâåðîÿòíî ïðèíöèïèàëåí
èëè ðàâíîäóøåí, òî åñòü, âåðîÿòíîñòè ýòèõ ñîáûòèé ðàâíû 0.5. Ïî-
ñòðîèì ïëàò¼æíóþ ìàòðèöó â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âòîðîé ëûæíèê
ïðèíöèïèàëåí.

Âòîðîé ëûæíèê
Óñòóïàòü Íå óñòóïàòü

Ïåðâûé ëûæíèê Óñòóïàòü (0;-4) (-1;1)
Íå óñòóïàòü (1;-5) (-4;-4)

Ïëàò¼æíàÿ ìàòðèöà â ïðåäïîëîæåíèè äîáðîäóøíîñòè âòîðîãî
ëûæíèêà òàêîâà:

Âòîðîé ëûæíèê
Óñòóïàòü Íå óñòóïàòü

Ïåðâûé ëûæíèê Óñòóïàòü (0;0) (-1;1)
Íå óñòóïàòü (1;-1) (-4;-4)
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Âòîðîé ëûæíèê çàðàíåå çíàåò, ÷òî ïåðâûé ëûæíèê äîáðîäóøåí.
Íó ðàçâå ýòî íå ïîíÿòíî ïî åãî óëûáêå?

Ðåøåíèå. Òàê êàê ïåðâûé ëûæíèê íè÷åãî íå çíàåò î âòîðîì è
ìàñêà íà åãî ëèöå íå äà¼ò ïîíÿòü, î ÷¼ì òîò äóìàåò, òî ïîëó÷àåòñÿ,
÷òî òîëüêî âòîðîé ëûæíèê çíàåò ñâî¼ èñòèííîå ñîñòîÿíèå, à äëÿ
ïåðâîãî îí íè äîáð, íè çîë, òî åñòü, êàêîé-òî ¾ëûæíèê Øð¼äèíãå-
ðà¿.

Îïðåäåëèì ñðåäíèå âûèãðûøè êàæäîãî èç èãðîêîâ ïðè êàæäîì
èñõîäå. Âåðíóâøèñü ê ïîíÿòèþ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, ïîíèìà-
åì, ÷òî ëîãè÷íî â êà÷åñòâå ñðåäíèõ âûèãðûøåé èñïîëüçîâàòü èìåí-
íî èõ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå.

Òîãäà èãðà ïðåâðàòèòñÿ â òîò âèä, â êîòîðîì ìû óæå óìååì íà-
õîäèòü ðàâíîâåñèÿ.

Âûèãðûøè ïåðâîãî èãðîêà íå çàâèñÿò îò ñîñòîÿíèÿ âòîðîãî, òî
åñòü, ñòðàòåãèÿ ïåðâîãî èãðîêà áóäåò îñíîâûâàòüñÿ òîëüêî íà åãî
ïðåäïîëîæåíèÿõ î ñîñòîÿíèè è ñòðàòåãèè âòîðîãî èãðîêà.

Íàéä¼ì ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ äëÿ îáîèõ
ñëó÷àåâ.

Ïåðâàÿ èç èãð, èãðà ñ ïðèíöèïèàëüíûì ëûæíèêîì � èãðà ñ
ñåäëîâîé òî÷êîé. Ïðèíöèïèàëüíûé ëûæíèê âûáåðåò ñòðàòåãèþ ¾íå
óñòóïàòü¿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1.

Ðàññìîòðèì âòîðóþ èãðó. Ïóñòü ñ âåðîÿòíîñòüþ p âòîðîé èãðîê
áóäåò óñòóïàòü äîðîãó, òîãäà ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − p îí äîðîãó íå
óñòóïèò.

Âûïèøåì óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ:

0 · p+ (−1) · (1 = p) = 1 · p+ (−4) · (1− p).

Îòñþäà, p = 0.75.
Èòîãî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âòîðîé ëûæíèê äîá-

ðîäóøíûé, ðàâíà 0.5, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå òîãî, ÷òî âòîðîé
ëûæíèê óñòóïèò äîðîãó, ðàâíî
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0.75 · 0.5 + 0 · 0.5 =
3

8
.

Òîãäà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûèãðûøà ïåðâîãî èãðîêà, åñëè
îí óñòóïèò äîðîãó, ðàâíî

0 · 3
8
+ (−1) · 5

8
= −5

8
.

Åñëè æå îí íå óñòóïèò äîðîãó, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå áóäåò

1 · 3
8
+ (−4) · 5

8
= −17

8
.

Ëîãè÷íî, ÷òî ïðè òàêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèÿõ ïåðâûé èã-
ðîê ðåøèò, ÷òî åìó ñîâñåì íå õî÷åòñÿ ðèñêîâàòü, è óñòóïèò äîðî-
ãó. Òîãäà âòîðîé, ïîíèìàÿ, ÷òî ïîäóìàåò ïåðâûé, òàêè ïðîì÷èòñÿ
ñ âåòåðêîì ìèìî ñòîÿùåãî íà îáî÷èíå ïåðâîãî ëûæíèêà. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ïåðâûé, çíàÿ ïðî òî, ÷òî äóìàåò ïðî íåãî âòîðîé, ñ åù¼
áîëüøåé âåðîÿòíîñòüþ óñòóïèò ëûæíþ.

5.7 Ðûíîê ëèìîíîâ

Â 1970 ãîäó áûëà îïóáëèêîâàíà ñòàòüÿ Äæîðäæà Àêåðëîôà ¾Ðû-
íîê ëèìîíîâ¿, â êîòîðîé áûëî ïîêàçàíî, ÷òî íåñìîòðÿ íà â îáùåì
ñòàáèëèçèðóþùóþ ðîëü ðûíî÷íûõ îòíîøåíèé, ñóùåñòâóþò ñèòóà-
öèè, ïðè êîòîðûõ îòñóòñòâèå èíôîðìàöèè ó îäíèõ ó÷àñòíèêîâ è
íàëè÷èå èíôîðìàöèè ó äðóãèõ ìîæåò ïðèâåñòè ê êðàõó è òåõ, è
äðóãèõ.

Îäèí èç ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðîâ � ðûíîê ïîäåðæàííûõ àâòî-
ìîáèëåé. Ðàçäåëèì âñå àâòîìîáèëè íà äâå êàòåãîðèè � ¾ëèìîíû¿,
àâòîìîáèëè, ãîäíûå ñêîðåå íà çàï÷àñòè, è ¾ïåðñèêè¿, àâòîìîáèëè,
íà êîòîðûõ åù¼ ìîæíî åçäèòü. ¾Ëèìîíû¿ èõ âëàäåëüöû ãîòîâû ïðî-
äàòü çà 1000 äîëëàðîâ, à ïîêóïàòåëè ãîòîâû çàïëàòèòü çà íèõ 1500
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äîëëàðîâ. Âïîëíå îáû÷íàÿ ñèòóàöèÿ. Åñëè çàïóñòèòü íà ðûíîê è
òåõ, è äðóãèõ, àâòîìîáèëè íàéäóò ñâîèõ ïîêóïàòåëåé.

¾Ïåðñèêè¿, ðàçóìååòñÿ, äîðîæå. Èõ âëàäåëüöû áóäóò äîâîëüíû,
åñëè îíè ïðîäàäóò èõ çà 3000 äîëëàðîâ, à ïîêóïàòåëè ãîòîâû ïëà-
òèòü çà íèõ 4000 äîëëàðîâ. Çàìå÷àòåëüíàÿ ñèòóàöèÿ. Ïîêóïàòåëè
ãîòîâû äàòü ïðåäëîæåííóþ ïðîäàâöàìè öåíó è çàïëàòÿò ñ óäîâîëü-
ñòâèåì. Îäíàêî... Îõ óæ ýòî ¾îäíàêî¿. Ïðîäàâöû àâòîìîáèëåé çíà-
þò, ê êàêîé êàòåãîðèè îòíîñÿòñÿ ïðîäàâàåìûå èì ìàøèíû, à âîò
ïîêóïàòåëè � íåò. Âñå ìàøèíû âíåøíå â ïðèëè÷íîì ñîñòîÿíèè, âñå
åçäÿò (ïðàâäà, ¾ëèìîíû¿ áóäóò åçäèòü íåäîëãî ...). Ïîêóïàòåëè çíà-
þò, ÷òî ïîëîâèíà ïðåäëàãàåìûõ àâòîìîáèëåé � ¾ëèìîíû¿, à ïîëîâè-
íà � ¾ïåðñèêè¿, íî íå çíàþò ýòî ïðî êîíêðåòíî âçÿòûé àâòîìîáèëü.

Ïî áàéåñîâñêîé ìîäåëè ñïðàâåäëèâàÿ öåíà, êîòîðóþ ïîêóïàòåëü
áûë áû ãîòîâ çàïëàòèòü çà àâòîìîáèëü ïðè óñëîâèè ðàâíîé âåðîÿò-
íîñòè îáîèõ òèïîâ àâòîìîáèëåé íà ðûíêå ðàâíà 1

2
· 1500 + 1

2
· 4500 =

2750.
Ãîòîâ ëè ïðîäàòü âëàäåëåö ¾ïåðñèêà¿ ñâîé àâòîìîáèëü çà òàêóþ

öåíó? Î÷åâèäíî, íåò. Íà ðûíêå îñòàíóòñÿ òîëüêî ¾ëèìîíû¿. Èíôîð-
ìàöèÿ îá ýòîì áûñòðî äîéä¼ò äî ïîêóïàòåëåé è ìàêñèìóì, ÷òî îíè
áóäóò ïðåäëàãàòü çà àâòîìîáèëü � 1500 äîëëàðîâ. Ðûíîê ¾ïåðñè-
êîâ¿, êîòîðûé áû ïðîöâåòàë â óñëîâèÿõ ïîëíîé èíôîðìàöèè, óíè-
÷òîæåí, õîòÿ ïðîäàâöû ãîòîâû èõ ïðîäàâàòü, à ïîêóïàòåëè ãîòîâû
èõ ïîêóïàòü, íî óâû...

Àêåðëîô ýòèì è äðóãèìè ïðèìåðàìè ïîêàçûâàåò, ÷òî íå íóæ-
íî âïàäàòü â ýéôîðèþ ïî-ïîâîäó òîãî, ÷òî ðûíî÷íûå îòíîøåíèÿ �
ñàìûå ïîäõîäÿùèå äëÿ âåäåíèÿ ýêîíîìè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè.

5.8 Âûõîäíûå!

Íó è íàïîñëåäîê, êàê ó íàñ óæå çàâåäåíî, ñûãðàåì â èãðó.
Â ýòîò ðàç âû ìîæåòå îáùàòüñÿ ìåæäó ñîáîé.
Èãðà áóäåò ñ íåïîëíîé èíôîðìàöèåé, ÿ áóäó èãðàòü ðîëü ïðè-

ðîäû, à, òî÷íåå, ýòó ðîëü áóäåò èãðàòü ìîíåòêà, êîòîðóþ ÿ áðîøó
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ïîñëå òîãî, êàê âû âñå äîãîâîðèòåñü. Åñòåñòâåííî, âû ìîæåòå äîãî-
âîðèòüñÿ î ÷åì-òî, íî íå ñäåðæàòü îáåùàíèÿ � ìû ñîáåðåì ó âàñ
çàïèñêè ñ âàøèì èòîãîâûì ðåøåíèåì.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âû óæå ïîñòóïèëè íà ôèçòåõ. Íàñòóïèëè ïåð-
âûå âûõîäíûå ñåíòÿáðÿ è âû ðåøàåòå, êàê âû õîòèòå èõ ïðîâåñòè.

Ó êàæäîãî èç âàñ åñòü òðè ñëåäóþùèå ñòðàòåãèè:

• Øàøëûê. Ïîéòè â ðîùó óñòðàèâàòü øàøëûêè. Âûèãðûø
ïðè äàííîé ñòðàòåãèè ðàâåí êîëè÷åñòâó ïðèøåäøèõ íà øàø-
ëûê â ñëó÷àå õîðîøåé ïîãîäû (÷åì áîëüøå íàðîäó, òåì âåñå-
ëåå) è -10 â ñëó÷àå äîæäÿ (òàê êàê âû âñå ïðîìîêíåòå, è âàøå
íàñòðîåíèå óõóäøèòñÿ).

• Êîôåéíÿ. Ïîéòè íà âå÷åðèíêó â êîôåéíþ. Îáîçíà÷èì çà N -
êîëè÷åñòâî ÷åëîâåê íà ëåêöèè.

Âûèãðûø ïðè äàííîé ñòðàòåãèè ðàâåí:

� ïðèøëî ìåíüøå N/10 ÷åëîâåê: -5 , åñëè âû ïðèøëè íà âå-
÷åðèíêó ïðè ïëîõîé ïîãîäå, âàì ïðîñòî ñêó÷íî. Ïðè õîðî-
øåé ïîãîäå âû ïîëó÷èòå -20, òàê êàê âû íå ïîøëè â ðîùó
è äàæå íå ïîåëè øàøëûêà.

� ïðèøëî îò N/10 äî N/5 ÷åëîâåê: ïðè ïëîõîé ïîãîäå +10
� âàì óæå âåñåëåå, íî âñ¼ åù¼ íå î÷åíü. Ïðè õîðîøåé
ïîãîäå: -15. Èáî øàøëûêè âû ëþáèòå.

� ïðèøëî îò N/5 äî N/3 ÷åëîâåê: ïðè ïëîõîé ïîãîäå +20 �
âû èãðàåòå â ìàôèþ è âàì âåñåëî. Ïðè õîðîøåé ïîãîäå:
-12. Ëó÷øå áû âû èãðàëè â ìàôèþ, ïîåäàÿ øàøëûêè.

� ïðèøëî îò N/3 äî N/2 ÷åëîâåê: ïðè ïëîõîé ïîãîäå: +10
� â êîôåéíå ñòàíîâèòñÿ òåñíîâàòî. Ïðè õîðîøåé ïîãîäå:
-20. Âàì äóøíî è õî÷åòñÿ íà ñâåæèé âîçäóõ.

� ïðèøëî áîëüøå N/2 ÷åëîâåê: ïðè ïëîõîé ïîãîäå: âû òåðÿ-
åòå êîëè÷åñòâî áàëëîâ, ðàâíîå ïîëîâèíå êîëè÷åñòâà ïðè-
øåäøèõ � â êîôåéíå ïðîñòî íå÷åì äûøàòü. Íà÷èíàþòñÿ
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äðàêè çà ìåñòî ó îêíà. Ïðè õîðîøåé ïîãîäå: âû òåðÿåòå
êîëè÷åñòâî áàëëîâ, ðàâíîå óäâîåííîìó êîëè÷åñòâó ïðè-
øåäøèõ. Âû î÷åíü æàëååòå, ÷òî íå ïîøëè ãóëÿòü.

• Îñòàòüñÿ äîìà. Ïðè õîðîøåé ïîãîäå âû òåðÿåòå 5 î÷êîâ, à
ïðè ïëîõîé ïîëó÷àåòå 5 î÷êîâ.

Íó à òåïåðü ïîïðîáóåì äîãîâîðèòüñÿ?

75



6 Ýõ, äîðîãè!

Âñå ìû ðåãóëÿðíî ïîëüçóåìñÿ òðàíñïîðòîì � è îáùåñòâåííûì,
è ÷àñòíûì. Ñåãîäíÿ ìû áóäåì îáñóæäàòü â îñíîâíîì åãî.

Íà ñàìîì äåëå, ìîÿ êàíäèäàòñêàÿ äèññåðòàöèÿ áûëà ïîñâÿùåíà
ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ òðàíñïîðòíûõ ïîòîêîâ, ïîýòîìó
ýòà òåìà ìíå íàèáîëåå áëèçêà.

6.1 Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô

×òî âîîáùå ìû çíàåì î òðàôèêå? ×òî òàêîå äîðîæíàÿ ñåòü?
Ëîãè÷íî, ÷òî òðàíñïîðòíàÿ ñåòü � ýòî íåêèé ãðàô, ïðè÷¼ì îðè-

åíòèðîâàííûé.
Ãðàô íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì,

åñëè åãî ð¼áðà èìåþò íàïðàâëåíèå. Èçîá-
ðàæàåòñÿ ýòî îáû÷íî ñòðåëêîé íà êîíöå â
êàêóþ-ëèáî ñòîðîíó (ðèñóíîê). Åñëè ýòî
íå îãîâîðåíî, â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå
îáû÷íî íå ìîãóò ñóùåñòâîâàòü äâà ðåáðà
ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè, îäíî èç êîòî-
ðûõ íàïðàâëåíî â îäíó ñòîðîíó, à äðóãîå
� â äðóãóþ. Â òðàíñïîðòíûõ ãðàôàõ, â
îòëè÷èå îò ãðàôîâ îëèìïèàäíîé ìàòåìà-
òèêè, äâå âåðøèíû ãðàôà ìîãóò áûòü, à,
åñëè òî÷íåå, ïî÷òè âñåãäà ñîåäèíåíû ðåá-
ðàìè, îðèåíòèðîâàííûìè â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ.

Àíàëîãè÷íî ñ ïîíÿòèåì ñòåïåíè âåðøèíû, â îðèåíòèðîâàííîì
ãðàôå ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ¾ïîëóñòåïåíü çàõîäà¿ è ¾ïîëóñòåïåíü èñ-
õîäà¿ � êîëè÷åñòâî ð¼áåð, âõîäÿùèõ â âåðøèíó è èñõîäÿùèõ ñîîò-
âåòñòâåííî. Íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô ðàçáèâàåòñÿ íà êîìïîíåíòû
ñâÿçàííîñòè, ÷åãî íåëüçÿ ñêàçàòü îá îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå, ñòðóê-
òóðà åãî áîëåå ñëîæíàÿ.

Îïðåäåëåíèå. âåðøèíû u è v ãðàôà íàçûâàþòñÿ ñèëüíî ñâÿ-
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çàííûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ïóòü ïî ð¼áðàì îò u äî v è îò v äî u
(ïåðåäâèãàòüñÿ ìîæíî òîëüêî ïî íàïðàâëåíèþ ñòðåëîê!).

Îïðåäåëåíèå. ãðàô íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ñâÿçàííûì, åñëè ëþáûå
äâå åãî âåðøèíû ñèëüíî ñâÿçàíû.

Ëþáîé ãðàô ðàçáèâàåòñÿ íà êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçàííîñòè,
ìåæäó êîòîðûìè ïðîâåäåíû îðèåíòèðîâàííûå ð¼áðà (ðèñ. 1).

Ðèñ. 1: Êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçàííîñòè.

Â òåîðèè òðàíñïîðòíûõ ïîòîêîâ ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èç ëþ-
áîãî ìåñòà ìîæíî ïîïàñòü â ëþáîå äðóãîå, òî åñòü, äîðîæíûé ãðàô
ñèëüíî ñâÿçàí.

6.2 Âçâåøåííûé ãðàô

×òî åù¼ íàì íàäî çíàòü î äîðîãàõ? Äîðîãè áûâàþò ðàçíîé äëè-
íû, çíà÷èò, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ãðàô ÿâëÿåòñÿ âçâåøåííûì � êàæ-
äîìó ðåáðó ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî, íàïðèìåð, ÿâëÿ-
þùååñÿ äëèíîé ñîîòâåòñòâåííîé äîðîãè.

Åñëè âñå äîðîãè íàõîäÿòñÿ â îäèíàêîâîì ñîñòîÿíèè è àáñîëþòíî
ïóñòû, òî äàííàÿ êàðòèíà óæå ìîæåò ìíîãîå ñêàçàòü î òîì, ñêîëü-
êî âðåìåíè, íàïðèìåð, ìû áóäåì äîáèðàòüñÿ îò îäíîãî ãîðîäà äî
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äðóãîãî è ÷åðåç êàêèå ãîðîäà íàì ëó÷øå âñåãî åõàòü.

Зурбаган Москва

Винтерфелл Анк-Морпонк

Азкабан

Ехо

Изенгард

6

4 8

10

20

3

3

4

10
6

4
3

Â äàííîì ãðàôå, íàïðèìåð, ìû ìîæåì óáåäèòüñÿ, ÷òî èç Âèí-
òåðôåëëà â Åõî áûñòðåå âñåãî äîáèðàòüñÿ ÷åðåç Ìîñêâó è Àçêàáàí.

6.3 Ïåðåìåííàÿ äëèíà ðåáðà

Â ðåàëüíîñòè, îäíàêî, îäíî ðàññòîÿíèå îòðàæàåò ðåàëüíîå ïîëî-
æåíèå äåë äàëåêî íå ïîëíîñòüþ.

Íàïðèìåð, ÷òî âû ïðåäïî÷ò¼òå � ïðîåõàòü 50 êèëîìåòðîâ ïî
ðàçáèòîé äåðåâåíñêîé ãðóíòîâîé äîðîãå èëè 100 êèëîìåòðîâ ïî ñâå-
æåïîñòðîåííîé àâòîñòðàäå? Ëîãè÷íî, ÷òî âî âòîðîì ñëó÷àå è âðåìÿ
â ïóòè, è êîìôîðò ïðåâûñÿò òàêîâûå äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ.

Íî, â òî æå âðåìÿ, åñëè àâòîñòðàäà çàáèòà àâòîìîáèëÿìè è ïðåä-
ñòàâëÿåò èç ñåáÿ îãðîìíóþ ïðîáêó, à äåðåâåíñêàÿ äîðîãà àáñîëþòíî
ïóñòà � âàø âûáîð, î÷åâèäíî, ïîìåíÿåòñÿ.

Ïîñòàâèì êàæäîìó ðåáðó â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèþ, âûðàæàþ-
ùóþ âðåìÿ â ïóòè îò êîëè÷åñòâà àâòîìîáèëåé. Ëîãè÷íî, ÷òî ÷åì
áîëüøå àâòîìîáèëåé � òåì áîëüøå âðåìÿ â ïóòè, òî åñòü, ôóíêöèÿ
âîçðàñòàþùàÿ (õîòÿ, âîçìîæíî, è íå ñòðîãî, íàïðèìåð, ïîêà ìàøèí
íà àâòîñòðàäå ìàëî, îíè ñîâñåì äðóã äðóãó íå ìåøàþò). Ìû áóäåì
ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñàìûå ïðîñòûå çàâèñèìîñòè � íàïðèìåð, ÷òî
âåñ êàæäîãî ðåáðà � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ.

Åñòåñòâåííî, ÷òî âîäèòåëü, âûáèðàÿ îïòèìàëüíóþ òðàåêòîðèþ,
îáðàùàåò âíèìàíèÿ íå òîëüêî íà âðåìÿ â ïóòè, íî è íà êîìôîðò
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ïåðåäâèæåíèÿ, öåíó ïðîåçäà ïî ïëàòíîé äîðîãå, è òàê äàëåå. Íî
ìû, ÷òîáû íå âëÿïàòüñÿ â æóòêóþ ìàòåìàòèêó è ýêîíîìèêó, áóäåì
îöåíèâàòü òîëüêî âðåìÿ â ïóòè.

Â 1952-ì ãîäó àíãëèéñêèé ó÷åíûé Äæ. Ã. Âàðäðîï ïðåäñòàâèë
ìèðó ñâîè äâà ïðèíöèïà ðàâíîâåñèÿ, îòíîñÿùèõñÿ ê êîíöåïöèè ðàâ-
íîâåñèÿ Íýøà èç òåîðèè èãð, ðàçðàáîòàííûõ íåçàâèñèìî äðóã îò
äðóãà.

1. Ïåðâûé ïðèíöèï âî ìíîãîì ñîâïàë ñ èäåÿìè 1920-ãîäîâ, âû-
ñêàçàííûìè â ñîàâòîðñòâå ñ Ô. Íàéòîì. Åãî ôîðìóëèðîâêà:
¾âðåìÿ íà ïîåçäêó íà âñåõ èñïîëüçóåìûõ ê äàííîìó ìîìåíòó
ïóòÿõ âñåãäà áóäåò íå áîëüøå, ÷åì âðåìÿ íà ïîåçäêó ïî ïó-
òÿì íåèñïîëüçóåìûì; êàæäûé èç ó÷àñòíèêîâ ïîòîêà íåçàâèñè-
ìî îò îñòàëüíûõ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ïûòàåòñÿ âûáðàòü
íàèáîëåå îïòèìàëüíóþ òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ¿. Ýòîò ïðèíöèï
íàçûâàåòñÿ ¾User equilibrium¿

2. Âòîðîé ïðèíöèï ðàâíîâåñèÿ ãëàñèò, ÷òî îïòèìàëüíîå âðåìÿ
ïîåçäêè äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè ñîâìåñòíûõ óñèëèÿõ âñåõ ó÷àñò-
íèêîâ ïîòîêà. Ýòî � ñëó÷àé ¾System optimum¿. Íàïðèìåð,
äàííîãî ïðèíöèïà ïîääåðæèâàþòñÿ òðàíñïîðòíûå ñðåäñòâà, óïðàâ-
ëÿåìûå öåíòðàëèçîâàííî.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ êàæäûé âîäèòåëü ïîëàãàåò, ÷òî åãî âëèÿíèå
íàñòîëüêî íåçíà÷èòåëüíî, ÷òî íèêàê íå ïîâëèÿåò íà äîðîæíóþ ñè-
òóàöèþ.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàâíîâåñèå îòäåëüíûõ àâòîìîáèëåé. Áîëåå
ïðîñòîé ôîðìóëèðîâêîé äàííîãî ïðèíöèïà áóäåò: ¾âðåìÿ äâèæåíèÿ
ìåæäó äâóìÿ ïóíêòàìè áóäåò îäèíàêîâûì, êàêîé áû èç óñòàíîâèâ-
øèõñÿ ìàðøðóòîâ ìû íå âûáðàëè¿. È ïðàâäà, åñëè åñòü êàêîé-òî
ïóòü ñ ìåíüøèì âðåìåíåì â ïóòè, òî ÷àñòü ìàøèí ïîåäóò òàì, è â
êîíöå êîíöîâ óñòàíîâèòñÿ íîâîå ðàâíîâåñèå. ×òî âîîáùå åñòü ðàâ-
íîâåñèå? Åñëè êàæäûé äåíü â îäíî è òî æå âðåìÿ îäíîìó è òîìó æå
íàáîðó àâòîìîáèëåé íàäî ïåðååõàòü èç îäíîãî ìåñòà â äðóãîå, òî êàê
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â èòîãå îíè áóäóò åçäèòü ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ? Êàêèå ¾ëþáèìûå
ìàðøðóòû¿ âûáåðåò êàæäûé àâòîìîáèëèñò?

Äåíü çà äí¼ì êàæäûé âîäèòåëü, âëàäåÿ èíôîðìàöèåé, êàê ïðî-
ø¼ë ïðåäûäóùèé äåíü äëÿ òðàíñïîðòà (ïîñìîòðåâ â ÿíäåêñ-ïðîáêè
è ïîíÿâ, ãäå ïðîáîê áûëî ìåíüøå âñåãî) ïðèíèìàåò ðåøåíèå � åõàòü
òàê æå, êàê è â÷åðà, èëè ïîìåíÿòü ñâîþ òðàåêòîðèþ? ×åì áîëüøå
áûëè ïðîáêè íà åãî ìàðøðóòå è ÷åì ìåíüøå íà äðóãèõ � òåì ñêî-
ðåå îí ïîìåíÿåò òðàåêòîðèþ. Êîãäà îí óâèäèò, ÷òî âåçäå ïðîáêè
àáñîëþòíî îäèíàêîâûå � òîãäà è óñòàíîâèòñÿ ðàâíîâåñèå. Ðàâíîâå-
ñèå, óñòàíîâèâøèåñÿ â íåñêîëüêî õîäîâ, íàçûâàþò èòåðàöèîííûì
ðàâíîâåñèåì.

Â 1956 ãîäó Áåêìàí (Beckmann), Ìàêãóàéð (McGuire) è Óèíñòåí
(Winsten) âïåðâûå ïîñòðîèëè ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ñåòåâîãî ðàâ-
íîâåñèÿ, â êîòîðîé îïòèìóì ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèåì Íýøà-Âàðäðîïà.
Òî åñòü, ïî ñóòè ìàòåìàòèçèðîâàëè äâèæåíèå àâòîìîáèëèñòîâ è ñêà-
çàëè, ÷òî îáùåå ìèíèìàëüíîå âðåìÿ â ïóòè áóäåò äîñòèãàòüñÿ òîãäà,
êîãäà êàæäûé àâòîìîáèëèñò óæå îïðåäåëèëñÿ ñî ñâîèì ìàðøðóòîì.

6.4 Ïîåõàëè!

Äàâàéòå ñûãðàåì ñ âàìè îïÿòü.
Âàñ âñåãî N ÷åëîâåê. Ïóñòü çàäåðæêè ïî ð¼áðàì òðàíñïîðòíîãî

ãðàôà îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

O

2

1

D

3n+25N
30n

3n+5N

30n 3n+25N

n � êîëè÷åñòâî ÷åëîâåê, åäóùèõ ïî äàííîé äîðîãå.
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Âàøà öåëü � ïîïàñòü èç ïóíêòà O â ïóíêò D. Âûèãðûøåì äàí-
íîé èãðû äëÿ êàæäîãî èç âàñ áóäåò ðàçíèöà ìåæäó âàøèì âðåìåíåì
â ïóòè è âðåìåíåì ñàìîãî ìåäëåííîãî èç âàñ.

Ó êàæäîãî èãðîêà ñóùåñòâóþò òðè ñòðàòåãèè � O − 1−D, O −
2−D è O − 1− 2−D.

Èãðà ãðóïïîâàÿ, âû ìîæåòå è äîëæíû îáñóæäàòü âàøó ñòðàòå-
ãèþ. Èãðà îòêðûòàÿ, êàæäûé çíàåò î õîäàõ äðóãîãî èãðîêà. Äëÿ
òîãî, ÷òîáû âñ¼ áûëî ÷åñòíî è îäíîâðåìåííî � âû ïèøåòå ñâîé âû-
áîð îäíîé èç òð¼õ ñòðàòåãèé íà áóìàãå, ïîäïèñûâàåòå è ñäà¼òå èõ
ìíå.

(Èãðàåì â èãðó, îáñóæäàåì ðåçóëüòàòû)

6.5 Ïðèìåð ïîèñêà ðàâíîâåñèÿ â òðàíñïîðòíîé ñå-

òè

Íàéä¼ì òî ðàâíîâåñèå, ê êîòîðîìó âû áû ïðèøëè, áóäü ó âàñ
áîëüøå âðåìåíè è áîëüøå èòåðàöèé.

Ïóñòü êîëè÷åñòâî ÷åëîâåê, åäóùèõ ïî òðàåêòîðèÿì:

1. O − 1−D � a àâòîìîáèëåé,

2. O − 2−D � b àâòîìîáèëåé,

3. O − 1− 2−D � c àâòîìîáèëåé.

Ëîãè÷íî, ÷òî òîãäà a+ b+ c = N .
Òîãäà ïî êàæäîé äîðîãå åäóò:

• Èç ïóíêòà O â ïóíêò 1 � a+ c àâòîìîáèëåé,

• Èç ïóíêòà O â ïóíêò 2 � b àâòîìîáèëåé,

• Èç ïóíêòà 1 â ïóíêò 2 � c àâòîìîáèëåé,

• Èç ïóíêòà 1 â ïóíêò D � a àâòîìîáèëåé,
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• Èç ïóíêòà 2 â ïóíêò D � b+ c àâòîìîáèëåé.

.
Â ïðèíöèïå, çíàþùèå ôèçèêó çàìåòÿò, ÷òî ïîòîêè àâòîìîáèëåé

ïî ñóòè óäîâëåòâîðÿþò ïåðâîìó ïðàâèëó Êèðõãîôà � ñêîëüêî àâòî-
ìîáèëåé çàåõàëî íà ïåðåêð¼ñòîê, ñòîëüêî èç íåãî è âûåõàëî, íîâûå
àâòîìîáèëè òàì íå ðîæäàþòñÿ è àâòîìîáèëüíûå æåðòâû ïåðåêð¼ñò-
êè â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ íå ïðèíèìàþò.

Ðàññ÷èòàåì çàäåðæêè íà êàæäîì ïóòè:

1. Íà òðàåêòîðèè O − 1−D � 30 · (a+ c) + 3 · a+ 25N ,

2. Íà òðàåêòîðèè O − 2−D � 3 · b+ 25N + 30 · (b+ c) ,

3. Íà òðàåêòîðèè O−1−2−D � 30 ·(a+c)+3 ·a+5N+30 ·(b+c).

Âûïèøåì óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ â òðàíñïîðòíîé ñåòè:

30·(a+c)+3·a+25N = 3·b+25N+30·(b+c) = 30·(a+c)+3·c+5N+30·(b+c)

.
Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà î÷åâèäíî, ÷òî a = b.
Èç âòîðîãî, ïîäñòàâèâ, ïîëó÷èì, ÷òî

3 · a+ 25N + 30 · (a+ c) = 30 · (a+ c) + 3 · c+ 5N + 30 · (a+ c),

3 · a+ 20N = 30 · (a+ c) + 3 · c.
Ó÷òÿ, ÷òî a+ b+ c = N , ïîëó÷èì:

3 · a+ 20(a+ a+ c) = 30 · (a+ c) + 3 · c.

3a+ 40a+ 20c = 30a+ 30c+ 3c,
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Îòêóäà a = c. Çíà÷èò, â ðàâíîâåñèè ïîòîêè ðàñïðåäåëåíû ðàâíî-
ìåðíî. Òîãäà îáùåå âðåìÿ â ïóòè äëÿ êàæäîãî áóäåò ðàâíî:

30
2N

3
+ 3

N

3
+ 25N = 46N.

6.6 Âñåãäà ëè âûãîäíî ñòðîèòü íîâûå äîðîãè?

Êàê âû äóìàåòå, ÷òî èçìåíèòñÿ, åñëè ìû âçîðâ¼ì äîðîãó, ñîåäè-
íÿþùóþ ïóíêòû 1 è 2?

Íàéä¼ì ðàâíîâåñèå â äàííîé òðàíñïîðòíîé èãðå.

O

2

1

D

3n+25N
30n

30n 3n+25N

Ïóñòü êîëè÷åñòâî ÷åëîâåê, åäóùèõ ïî òðàåêòîðèÿì:

1. O − 1−D � a àâòîìîáèëåé,

2. O − 2−D � b àâòîìîáèëåé,

a+ b = N .
Ðàññ÷èòàåì çàäåðæêè íà êàæäîì ïóòè:

1. Íà òðàåêòîðèè O − 1−D � 30 · a+ 3 · a+ 25N ,

2. Íà òðàåêòîðèè O − 2−D � 3 · b+ 25N + 30 · b ,

Âûïèñàâ óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî a = b = N
2
.

Òîãäà îáùåå âðåìÿ â ïóòè äëÿ êàæäîãî áóäåò ðàâíî:

83



30
N

2
+ 3

N

2
+ 25N = 41.5N.

×òî æå ìû âèäèì? Ìû çàêðûëè äîðîãó, à ñèòóàöèÿ ñòàëà òîëüêî
ëó÷øå! ×òî æå ýòî áûëî?

6.7 Ïàðàäîêñ Áðàåññà

Â øåñòèäåñÿòûõ ãîäàõ Äèòðèõ Áðàåññ ñòîëêíóëñÿ ñ ïàðàäîêñîì,
êîòîðûé âïîñëåäñòâèè áûë íàçâàí ¾ïàðàäîêñ Áðàåññà¿.

Ïðèìåð òàêîãî ïàðàäîêñà ìû òîëüêî ÷òî îïèñàëè. Ìåõàíèçì îá-
ðàçîâàíèÿ ïàðàäîêñà Áðàåññà âî ìíîãîì ïåðåêëèêàåòñÿ ñ äèëåììîé
çàêëþ÷åííîãî èç òåîðèè èãð � êàæäûé âûáèðàåò îïòèìàëüíóþ äëÿ
ñåáÿ ñòðàòåãèþ, ýòèì ñàìûì òîëüêî óõóäøàÿ îïòèìàëüíîå ðàâíîâå-
ñèå.

Òàêèå ïàðàäîêñû áûëè îáíàðóæåíû âî ìíîãèõ ìåñòàõ. Íàïðè-
ìåð, âåñüìà èçâåñòåí ïàðàäîêñ, îáíàðóæåííûé âî Âëàäèâîñòîêå.

Ýòîò æå ïàðàäîêñ áûë íàéäåí â Íüþ-Éîðêå ïðè çàêðûòèè 42-îé
óëèöû â 1990 ãîäó, â Øòóòãàðòå, êîãäà çàêðûëè ñâåæåïîñòðîåííóþ
äîðîãó, â Ñåóëå, è òàê äàëåå.

Êàê ïîêàçàëè Ðîóãàðäåí è Âýëèàíò â 2006 ãîäó, äàííûé ïàðàäîêñ
âñòðå÷àåòñÿ ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ â ñëó÷àéíûõ ãðàôàõ, òî åñòü â
ñëó÷àéíî ïîñòðîåííûõ òðàíñïîðòíûõ ñåòÿõ. Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî
ïðîáëåìà íàäóìàííà è äîñòàòî÷íî íàéòè íåýôôåêòèâíûå ðåáðà â
èìåþùåéñÿ ñåòè è ïðàâèëüíî ñòðîèòü äîðîãè â äàëüíåéøåì. Îäíà-
êî âñå ñëîæíåå. Ðàíåå (â 2001 ãîäó) Ðîóãàðäåí ïîêàçàë, ÷òî äàæå
ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ñâîéñòâàõ òðàíñïîðòíîé
ñåòè, êîòîðûå îáû÷íî çàêëàäûâàþòñÿ â ðåàëüíûå ìîäåëè ãîðîäîâ,
ïîèñê íåýôôåêòèâíûõ ðåáåð ÿâëÿåòñÿ NP-ñëîæíîé çàäà÷åé, òî åñòü
ôàêòè÷åñêè íå ðåøàåìîé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê ïîêàçàë Ìèëü-
òàõ, åäèíñòâåííàÿ ñåòü, â êîòîðîé íå ìîæåò ðåàëèçîâàòüñÿ ïàðàäîêñ
Áðàåññà � ýòî ñåòü ïàðàëëåëüíûõ äîðîã. Âñå ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî
íåïðîäóìàííîå óâåëè÷åíèå ÷èñëà äîðîã ìîæåò íå òîëüêî íå óëó÷-
øèòü ñèòóàöèþ, íî äàæå óõóäøèòü å¼.
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6.8 Ïîèñê êðàò÷àéøåãî ïóòè

Âåðí¼ìñÿ ê ýãîèñòè÷íûì âîäèòåëÿì. Êàæäûé ÷åëîâåê, ñîáèðà-
ÿñü â ïóòü, ñìîòðèò íà äîðîæíóþ ñèòóàöèþ. Áîëüøèíñòâî ëþäåé,
âûáèðàÿ òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ, ïîëàãàþò, ÷òî â òå÷åíèå âñåãî ïóòè
òðàíñïîðòíàÿ ñèòóàöèÿ ìåíÿòüñÿ íå áóäåò, òî åñòü, âûáèðàåò êðàò-
÷àéøóþ äîðîãó íà îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå ñ ïîñòîÿííûìè âåñàìè
ð¼áåð.

Âûáðàòü êðàò÷àéøèé ïóòü íà ïðîñòûõ ãðàôàõ � î÷åíü ëåãêî. À
÷òî äåëàòü, åñëè ìû èùåì êðàò÷àéøèé ïóòü íà áîëüøîì ãðàôå?

Ðàññêàæåì î ñàìîì èçâåñòíîì èç íå ïåðåáîðíûõ àëãîðèòìîâ �
àëãîðèòìå Äåéêñòðû.

Â àëãîðèòìå Äåéêñòðû èùóòñÿ êðàò÷àéøèå ïóòè èç çàäàííîé
âåðøèíû âî âñå îñòàëüíûå. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî àëãîðèòì Äåéêñò-
ðû ñòðîèò íàïðàâëåííûé ãðàô êðàò÷àéøèõ ïóòåé áåç öèêëîâ. Ãðà-
ôû áåç öèêëîâ íàçûâàþòñÿ äåðåâüÿìè, òàê ÷òî àëãîðèòì Äåéñêòðû
ñòðîèò Äåðåâî Êðàò÷àéøèõ Ïóòåé (ÄÊÏ), ïî àíãëèéñêè � Shortest
Path Tree, SPT. Ýòîò àëãîðèòì íóæåí íå òîëüêî â íàøèõ çàäà÷àõ
î ïîåçäêàõ, îí ïðèìåíÿåòñÿ, íàïðèìåð, åù¼ è â êîìïüþòåðíûõ ñå-
òÿõ. Åñòü ìíîãî åãî âàðèàíòîâ, äàâàéòå ðàññìîòðèì òîò, êîòîðûé
ïðåäëîæèë ñàì Äåéêñòðà.

Ýòîò àëãîðèòì ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà øàãîâ (âû æå
ïîíèìàåòå, ÷òî àëãîðèòì, ñîñòîÿùèé èç áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà
øàãîâ áåñïîëåçåí, òàê êàê íèêîãäà íå çàâåðøèòñÿ?). Êàæäûé øàã
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ê óæå ïîñòðîåííîìó äî ýòîãî ÄÊÏ ìû äî-
áàâëÿåì ðîâíî îäíó âåðøèíó. Â ñàìîì íà÷àëå àëãîðèòìà ÄÊÏ ñî-
ñòîèò ðîâíî èç îäíîé êîðíåâîé âåðøèíû, êîòîðóþ ìû íàçîâ¼ì s, îò
ñëîâà source � èñòî÷íèê. Äëÿ àëãîðèòìà íàì ïîíàäîáèòñÿ ìàññèâ
d, çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ di êîòîðîãî áóäóò êðàò÷àéøèå ðàññòîÿíèÿ îò
êîðíåâîãî óçëà äî óçëà i. Âíà÷àëå âñå ýëåìåíòû ýòîãî ìàññèâà ñîäåð-
æàò áåñêîíå÷íîñòü, çà èñêëþ÷åíèåì ýëåìåíòà ñ íîìåðîì s. Ìàòðèöà
w ñîäåðæèò ýëåìåíòû wij, êîòîðûå ðàâíû ðàññòîÿíèþ îò óçëà i äî
óçëà j, åñëè îíè � ñîñåäè èëè áåñêîíå÷íîñòü, åñëè îíè � íå ñîñåäè.
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Îäèí øàã, èëè êàê ãîâîðÿò àëãîðèòìèñòû, èòåðàöèÿ àëãîðèòìà
çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.

1. Â ÄÊÏ çàíîñèòñÿ êîðíåâîé óçåë (èñòîê).

2. Íà êàæäîì øàãå â ÄÊÏ äîáàâëÿåòñÿ îäíî ðåáðî, êîòîðîå ôîð-
ìèðóåò êðàò÷àéøèé ïóòü èç èñòîêà â íå-ÄÊÏ. Îïåðàöèÿ èç-
ìåíåíèÿ ñòàðîé êðàò÷àéøåé äëèíû íà íîâóþ íàçûâàåòñÿ ðå-
ëàêñàöèåé.

3. Âåðøèíû çàíîñÿòñÿ â ÄÊÏ â ïîðÿäêå èõ ðàññòîÿíèÿ ïî ÄÊÏ
îò íà÷àëüíîé âåðøèíû.

Ïîñìîòðèì íà ïðèìåðå.
Äàâàéòå ðÿäîì ñ êàæäûì èç óçëîâ ïèñàòü çíà÷åíèå óæå äîñòèã-

íóòîãî ðàññòîÿíèÿ äî íåãî îò êîðíåâîãî óçëà.
Èñõîäíûé ãðàô

v6

v2

v5

v4

v3

v1

11

515

10
2

4
6

6

4
2

5

3
3

2

Ïîìåùàåì v1 â ÄÊÏ, à v2, v3 è v4 ïîìå÷àåì ñåðûì öâåòîì, îíè
íàøè êàíäèäàòû íà óçëû âûáîðà äëÿ ñëåäóþùåãî øàãà.
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v6

v2

v5

v4

v3

v1

11

515

10

2

4

6

6

4

2

5

3
3

2

Inf

5

10

Inf

15

Ïðîáåæèìñÿ ïî âñåì ñåðûì óçëàì. Ïóñòü, íàïðèìåð, âûáðàí óçåë
v2. Ìû êîððåêòèðóåì ðàññòîÿíèÿ îò íåãî. Ðåëàêñàöèÿ: áûâøèé êðàò-
÷àéøèé ïóòü (1 → 4) çàìåí¼í íà (1 → 2 → 4). Ïåðåñ÷èòûâàåì ðàñ-
ñòîÿíèå è ïèøåì íîâîå ÷èñëî ðÿäîì ñ 4. Óçåë v2 � ñàìûé áëèçêèé
ê ÄÊÏ, âûêðàøèâàåì åãî â ÷¼ðíûé öâåò.

v6

v2

v5

v4

v3

v1

11

515

10

2

4

6

6

4

2

5

3
3

2

5

Inf

17

15

7

Â ÄÊÏ ó íàñ v1 è v2, â íå-ÄÊÏ - îñòàëüíûå.
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî òåïåðü â ÄÊÏ ïîïàä¼ò óçåë v4, êàê íàè-

áîëåå áëèçêèé îò íå-ÄÊÏ ê ÄÊÏ. Ïðîâîäèì âñå ðåëàêñàöèè.
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v6

v2

v5

v4

v3

v1

11

515

10

2

4

6

6

4

2

5

3
3

2

5

16

Inf

7

15

Ïðè ïðîñìîòðå óçëà v5 êàê êàíäèäàòà ïðîâîäèòñÿ ãðóïïà ðåëàê-
ñàöèé: (1 → 2 → 6) çàìåíåíî íà (1 → 2 → 4 → 6), (1 → 3) íà
(1→ 2→ 4→ 3)

v6

v2

v5

v4

v3

v1

11

515

10

2

4

6

6

4

2

5

3
3

2

5

11

12

7

11
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v6

v2

v5

v4

v3

v1

11

515

10

2

4

6

6

4

2

5

3
3

2

5

11

12

7

11

v6

v2

v5

v4

v3

v1

11

515

10

2

4

6

6

4

2

5

3
3

2

5

11

12

7

11

Ó ýòîãî àëãîðèòìà î÷åíü ìíîãî ðåàëèçàöèé, ìû ðàññìîòðåëè îä-
íó èç ñàìûõ ïðîñòûõ.

Íà âûõîäå àëãîðèòìà ïîëó÷åíî èñêîìîå Äåðåâî Êðàò÷àéøèõ Ïó-
òåé.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî, íàïðèìåð, îöåíèòü, ñêîëüêî âðåìåíè åõàòü
â êàæäîå ìåñòî íà êàðòå, àíàëîãè÷íûå ñõåìû èñïîëüçóþòñÿ ïðè
îöåíêàõ âðåìåíè â ïóòè â ðàçëè÷íûõ ìîáèëüíûõ ïðèëîæåíèÿõ.
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6.9 Ïîèñê ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà

Òåïåðü ìû çíàåì, êàê äîáðàòüñÿ äî ìåñòà íàçíà÷åíèÿ ïîáûñòðåå.
À êàê âîîáùå îïðåäåëèòü, âñå ëè àâòîìîáèëè ìîãóò ïðîåõàòü ïî
äàííîìó ìàðøðóòó, èëè ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü òðàíñïîðòíîé ñåòè
îãðàíè÷åíà?

Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì Ìîñêâó 9-ãî ìàÿ. Âñå õîòÿò ïîïàñòü â
öåíòð íà ïàðàä, íî ÷àñòü äîðîã âîîáùå ïåðåêðûòà, à ÷àñòü � ïðîñòî
èìååò îãðàíè÷åííóþ øèðèíó. Êàê óçíàòü ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî àâ-
òîìîáèëåé, êîòîðûå ìîãóò ïðîåõàòü â öåíòð çà, ñêàæåì, îäèí ÷àñ?
Òî åñòü, êàê óçíàòü ìàêñèìàëüíûé ïîòîê ìåæäó ñòàðòîì è ôè-
íèøåì, èñòî÷íèêîì è ñòîêîì?

Òîë÷êîì ê ñîçäàíèþ àëãîðèòìîâ îïðåäåëåíèÿ íàèáîëüøåé ïðî-
ïóñêíîé ñïîñîáíîñòåé, êàê ýòî áûâàåò, äàëà âòîðàÿ ìèðîâàÿ âîéíà.
Ìàòåìàòèê Äæîðäæ Áåðíàðä Äàíöèã, ðàáîòàâøèé â îòäåëå ñòàòè-
ñòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ ÂÂÑ ÑØÀ, çàíèìàëñÿ àíàëèçîì âîåííûõ
äåéñòâèé. Òðåáîâàëîñü ñîçäàòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, ñïîñîáíóþ
îïðåäåëèòü, êàêèì îáðàçîì ìîæíî áûñòðî ñêîíöåíòðèðîâàòü âîéñêà
è âîéñêîâóþ èíôðàñòðóêòóðó âáëèçè êðèòè÷åñêèõ òî÷åê íà òåàòðå
âîåííûõ äåéñòâèé. Ðåçóëüòàòû åãî ðàáîòû, â ÷àñòíîñòè, ïîñëóæè-
ëè îñíîâîé äëÿ îïåðàöèè ïî áëîêàäå Çàïàäíîãî Áåðëèíà â 1948-
1949 ãîäàõ. Â áîëåå îáùåì âèäå, êàê çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ïðîïóñê-
íîé ñïîñîáíîñòè ð¼áåð òðàíñïîðòíîãî ãðàôà áûëà ïîñòàâëåíà èì â
1951 ãîäó, à â 1955 ãîäó Ëåñòåð Ôîðä è Äåëáåðò Ôàëêåðñîí âïåð-
âûå ðàçðàáîòàëè àëãîðèòì, ðåøàþùèé èìåííî ýòó çàäà÷ó (äóìàþ,
÷òî ôàìèëèþ Ëåñòåðà Ôîðäà âû çíàåòå, èìåííî îí ðàçðàáîòàë îäèí
èç ïîïóëÿðíûõ àëãîðèòìîâ òåîðèè ãðàôîâ, íàçâàííûé âïîñëåäñòâèå
àëãîðèòìîì Ôîðäà-Áåëëìàíà).

Õîðîøåå ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è êðèòè÷åñêè âàæíî äëÿ ñîâðå-
ìåííûõ òðàíñïîðòíûõ ãðàôîâ (íàïðèìåð, â òðàíñïîðòíîì ãðàôå
Ìîñêâû áîëåå 100000 óçëîâ!), ïîýòîìó ýòîò àëãîðèòì ïîñòîÿííî óëó÷-
øàëñÿ ìàòåìàòèêàìè. Ïîñëåäíåå óëó÷øåíèå, ïîñëå ïåðåðûâà â 10
ëåò, áûëî ïðåäëîæåíî ìàòåìàòèêàìè èç ÌÒÈ Ê¼ëíåðîì è Ìîí-
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äðû, Ñïèëìàíîì èç Éåëüñêîãî óíèâåðñèòåòà è Øåíü-Õóà èç Þæíî-
Êàëèôîðíèéñêîãî Óíèâåðñèòåòà.

Äàâàéòå ïîñìîòðèì íà èäåè, ëåæàùèå â àëãîðèòìà Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà.
Îïðåäåëåíèå. �ìêîñòü ðåáðà � ìàêñèìàëüíîå èíòåíñèâíîñòü

ïîòîêà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç ðåáðî.
Îïðåäåëåíèå. Íàñûùåííîå ðåáðî � ðåáðî, ïî êîòîðîìó ïðîõî-

äèò ìàêñèìàëüíûé ïîòîê.
Àëãîðèòì èùåò ïîòîê â ñåòè èç èñòî÷íèêà (source) â ñòîê (destination).
Êàæäîìó ðåáðó ìû áóäåì ñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ïàðó ÷èñåë

(c, l). c � äîñòèãíóòûé äî ñèõ ïîð ïîòîê ïî ðåáðó, âíà÷àëå îí ðàâåí
íóëþ, çàòåì ýòî ÷èñëî áóäåò òîëüêî óâåëè÷èâàòüñÿ, ïîêà íå äîñòèã-
íåò l, ¼ìêîñòè ðåáðà.

Àëãîðèòì ïðîäîëæàåòñÿ, êîãäà íà õîòÿ áû îäíîì ìàðøðóòå èç s
âñå ð¼áðà � íåíàñûùåííûå, òî åñòü íà âñåõ ð¼áðàõ c < l.

1. Èùåì ëþáîé ìàðøðóò, ñîäåðæàùèé òîëüêî íåíàñûùåííûå ð¼á-
ðà èç s â d. Åñëè òàêîãî íåò, òî àëãîðèòì çàêîí÷åí, èñêîìûé
ïîòîê åñòü ñóììà ïîòîêîâ âñåõ ð¼áåð, ïðèõîäÿùèõ â d.

2. Ìû íàøëè äîïîëíÿþùèé ìàðøðóò. Îïðåäåëÿåì çíà÷åíèå
ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà m, êîòîðûé ìû ìîæåì ïðîïóñòèòü ïî
äàííîìó ìàðøðóòó. Îí îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìèíèìàëüíàÿ èç âñåõ
âîçìîæíûõ ðàçíîñòåé ¼ìêîñòè l è ñóùåñòâóþùåãî ïîòîêà c ïî
âñåì ð¼áðàì ìàðøðóòà.

3. Ê êàæäîìó èç c íà ìàðøðóòå ïðèáàâëÿåì m. Õîòÿ áû îäíî
ðåáðî ñòàíåò íàñûùåííûì.

4. Âîçâðàùàåìñÿ ê (1).

Ïîïðîáóåì ïðîãíàòü ýòîò àëãîðèòì íà ãðàôå, êîòîðûé ìû òîëüêî
÷òî âèäåëè. ×èñëà, êîòîðûå ïîêàçûâàëè äëèíó ðåáðà, ïóñòü òåïåðü
ñòàíóò ¼ìêîñòüþ ðåáðà. Áóäåì èñêàòü ìàêñèìàëüíûé ïîòîê îò v1 äî
v6. Íà ðèñóíêå êàæäîå ðåáðî òåïåðü õàðàêòåðèçóåòñÿ ïàðîé ÷èñåë
c/l.
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v2

v4

v3

v1

0/11

0/50/15

0/10

0/2

0/4

0/6

0/6

0/4

0/2

0/5

0/3
0/3

0/2

v6

v5

s

d

Íàéä¼ì ïðîèçâîëüíûé ìàðøðóò èç s â d. Ïóñòü ýòî áóäåò ìàðø-
ðóò v1→ v3→ v6. Íàèìåíüøàÿ ðàçíèöà ìåæäó l è c ðàâíà 5, ïîýòî-
ìó ìû ïðîïóñêàåì ïîòîê ñ èíòåíñèâíîñòüþ 5 ïî ýòîìó ìàðøðóòó.
Çàìåòèì, ÷òî ðåáðî v1→ v2 ñòàëî íàñûùåííûì è íå ñïîñîáíî ïðî-
ïóñêàòü ÷åðåç ñåáÿ äðóãèå ïîòîêè.

v2

v4

v3

v1

5/11

5/50/15

0/10

0/2

0/4

0/6

0/6

0/4

0/2

0/5

0/3
0/3

0/2

v6

v5

s

d
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Íàéä¼ì åù¼ îäèí ìàðøðóò èç v1 â v6. ×åðåç v2 âñå äîðîãè äëÿ
íàñ òåïåðü çàêðûòû. Ïîïðîáóåì v1 → v3 → v5 → v6. m äëÿ ýòîãî
ìàðøðóòà ðàâåí äâóì. Êîððåêòèðóåì ÷èñëà è îòìå÷àåì íàñûùåí-
íûå ð¼áðà.

v2

v4

v3

v1

5/11

5/52/15

0/10

0/2

0/4

2/6

0/6

0/4

2/2

0/5

0/3
0/3

0/2

v6

v5

s

d

Ñëåäóþùèé ýòàï � ìàðøðóò v1→ v3→ v4→ v6.

v2

v4

v3

v1

5/11

5/55/15

0/10

0/2

0/4

2/6

0/6

3/4

2/2

0/5

0/3
3/3

0/2

v6

v5

s

d
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Ñëåäóþùèé ýòàï � ìàðøðóò v1 → v4 → v6. Íà ðåáðå v4 → v6
èìååòñÿ ðåçåðâ äëÿ ïîòîêà, ðàâíûé 1. Îí è äà¼ò íàì çíà÷åíèå m.

v2

v4

v3

v1

5/11

5/55/15

1/10

0/2

0/4

2/6

0/6

4/4

2/2

0/5

0/3
3/3

0/2

v6

v5

s

d

Âñ¼, ëþáîé ìàðøðóò èç v1 â v6 çàäåâàåò íàñûùåííûå ð¼áðà, ðå-
çóëüòàò ðàâåí ñóììå âñåõ ïîòîêîâ íà ð¼áðàõ, ïðèõîäÿùèõ â v6, òî
åñòü, 2+ 4+ 5 = 11. Ïîäñ÷èòàåì, ñóììó ïîòîêîâ âñåõ ð¼áåð, èñõîäÿ-
ùèõ èç v1. 5 + 5 + 1 = 11. Ñîâïàäåíèå ëè ýòî?

Ãäå áû âû ïîñòðîèëè äîðîãó è êàêîé ¼ìêîñòè, ÷òîáû óâåëè÷èòü
ïîòîê îò v1 ê v6?
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7 Ïðèëîæåíèå. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ çàé-

öåâ

Ðàññìîòðèì î÷åíü èíòåðåñíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ òåîðèþ çàéöåâ,
ïðåäëîæåííóþ ñòóäåíòîì ÌÔÒÈ Íèêèòîé Ïëåòí¼âûì.

Îò Ìîñêâû äî Äîëãîïðóäíîãî áûñòðåå âñåãî, äà è äåøåâëå âñå-
ãî, äîáðàòüñÿ íà ýëåêòðè÷êå. Îò ôèçòåõà äî áëèæàéøåãî êðóïíîãî
ãèïåðìàðêåòà òîæå íàäî åõàòü íà ýëåêòðè÷êå îò ñòàíöèè Íîâîäà÷-
íàÿ äî ñòàíöèè Ìàðê. Ïðîåõàòü íàäî âñåãî îäíó ñòàíöèþ, ïîýòîìó
ñòóäåíòû ÌÔÒÈ î÷åíü ëþáÿò åçäèòü çàéöåì. Ýòî âûãîäíî, íî òîëü-
êî, åñëè íå ïîéìàþò. Åñëè ïîéìàþò, òî ïðèä¼òñÿ íå òîëüêî çà áèëåò
çàïëàòèòü, íî åù¼ è øòðàô, à áåäíûì ãîëîäíûì ñòóäåíòàì î÷åíü
ýòîãî íå õî÷åòñÿ.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñôåðè÷åñêèõ ñòóäåíòîâ â âàêóóìå, íå ó÷è-
òûâàÿ òàêèå ôàêòîðû, êàê ñëîæíîñòü áåãà îò êîíòðîë¼ðîâ â çàïîë-
íåííîì âàãîíå, ïîïûòêè ïåðåáåæàòü âàãîí íà ñòàíöèè èëè âûõîäû
ñî ñòàíöèé îêîëüíûìè ïóòÿìè è âûõîäû èç ýëåêòðè÷êè èç îêíà (òî
åñòü, òîæå îêîëüíûìè ïóòÿìè). Ñôåðè÷åñêèå êîíòðîë¼ðû â âàêóóìå
íàòîëêíóâøèñü íà áåçáèëåòíèêà, øòðàôóþò åãî âñåãäà.

Ïðè÷¼ì çäåñü ñôåðè÷åñêèå ñòóäåíòû? Ïîòîìó ÷òî âåñü íàø êóðñ
ìû èçó÷àëè èìåííî ýòî.

Íàïîìíèì îäèí àíåêäîò:
Ðåøèë ìèëëèàðäåð ðàçðàáîòàòü ìåòîä óçíàòü, êòî íà ñêà÷-

êàõ ïîáåäèò. Ïîçâàë áèîëîãà, ìàòåìàòèêà è ôèçèêà, äàë çàäàíèå,
ìèëëèîí äîëëàðîâ è ãîä âðåìåíè.
×åðåç ãîä ïðèõîäèò áèîëîã: � Íó, çíàÿ òî÷íóþ ðîäîñëîâíóþ ëîøà-
äè, óñïåõè å¼ ðîäèòåëåé, ÷åì å¼ êîðìèëè, êàê ëå÷èëè, ÿ ìîãó òî÷íî
íàçâàòü ìàêñèìàëüíóþ ñêîðîñòü.
Ìàòåìàòèê: � Èìåÿ òî÷íûå ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå ïðåäûäó-
ùèõ çàáåãîâ ýòèõ ëîøàäåé, ÿ ìîãó íàçâàòü ïðèáëèçèòåëüíûå ðå-
çóëüòàòû ýòîãî....
Ôèçèê: � Ìíå íóæíî åùå äåñÿòü ëåò, ïÿòüäåñÿò ìèëëèîíîâ äîë-
ëàðîâ, íåñêîëüêî ïîìîùíèêîâ è ëàáîðàòîðèÿ, íî ÿ óæå ïîñòðîèë
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ìîäåëü äâèæåíèÿ àáñîëþòíî óïðóãîãî ñôåðè÷åñêîãî êîíÿ â âàêóó-
ìå!

Ïîýòîìó êîãäà ìû ãîâîðèì î ñôåðè÷åñêîì ÷¼ì-òî â âàêóóìå �
ìû ïðîñòî ãîâîðèì îá ñèëüíîì óïðîùåíèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè
ýòîãî ÷åãî-òî.

Äëÿ åù¼ áîëüøåãî óïðîùåíèÿ ìîäåëè, áóäåì ïîëàãàòü ñòîèìîñòü
ïðîåçäà îäíîé çîíû ðàâíîé 20 ðóáëÿì, à ñáîð çà îôîðìëåíèå áèëåòà
â ïîåçäå � 100 ðóáëåé. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàø ïðîèãðûø � ýòî òà
ñóììà, êîòîðóþ ìû çàïëàòèëè.

Ïîñòðîèì ìàòðèöó äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ î ïîêóïêå áèëåòà íà
ýëåêòðè÷êó ïî ìàðøðóòó Íîâîäà÷íàÿ � Ìàðê. Áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü äàííóþ èãðó êàê èãðó ñ ïðèðîäîé, ñ÷èòàÿ ïîÿâëåíèå êîíòðîë¼-
ðà ñëó÷àéíûì.

Îïëàòèòü ïðîåçä Áûòü óøàñòèêîì
Âñòðåòèòü êîíòðîë¼ðîâ -20 -120

Íå âñòðåòèòü êîíòðîë¼ðîâ -20 0

Ïóñòü âåðîÿòíîñòü íåáëàãîïðèÿòíîãî èñõîäà ðàâíà p. Òîãäà ìàòå-
ìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûèãðûøà â ñëó÷àå îïëàòû � −20, à â ñëó÷àå
îòêàçà îò îïëàòû � −120p. Åñëè ìû ñòàâèì çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè
âûèãðûøà â ñðåäíåì, ïîñëå ìíîãèõ ïîåçäîê, òî ïðè p < 1/6 âûãîäíî
åçäèòü áåç áèëåòà, èíà÷å ëó÷øå ïëàòèòü.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîïûòàòüñÿ ïðèìåíèòü çäåñü êàêóþ-ëèáî ìà-
òåìàòèêó, ñôîðìóëèðóåì óñëîâèÿ çàäà÷è íåìíîãî áîëåå êîíêðåòíî.
Èòàê, ïóñòü â ïîåçäå 9 âàãîíîâ, ïðîõîä ìåæäó íèìè ñâîáîäíûé. Åñ-
ëè â âàãîíå íåò çàéöåâ, êîíòðîë¼ð èä¼ò äî ñîñåäíåãî âàãîíà 30 ñå-
êóíä. Íà êàæäîãî çàéöà îí òðàòèò 15 ñåêóíä (âûïèñûâàåò áèëåò).
Çàìå÷åííûé áåçáèëåòíèê îñòàíàâëèâàåòñÿ íà ìåñòå ïîä óãðîçîé ïðå-
ñëåäîâàíèÿ ïîëèöèåé. Ïåðåáåæêà çàéöà èç âàãîíà â âàãîí âî âðåìÿ
äâèæåíèÿ òðåáóåò 15 ñåêóíä, à çà âðåìÿ ñòîÿíêè ìîæíî ïðîáåæàòü
4 âàãîíà. Ïåðåãîí ïîåçä ïðîõîäèò çà 2-3 ìèíóòû. Ïàññàæèð ìîæåò
âèäåòü, ÷òî ïðîèñõîäèò â ñîñåäíèõ âàãîíàõ, êîíòðîë¼ðàì äîñòóïåí
äëÿ íàáëþäåíèÿ òîëüêî òîò âàãîí, â êîòîðîì îíè íàõîäÿòñÿ. Âûèã-
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ðûø êîìàíäû êîíòðîë¼ðîâ � ñóììà ñîáðàííûõ ñáîðîâ.
Çäåñü ñòðàòåãèÿ ïàññàæèðà çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå, ïëàòèòü èëè

íå ïëàòèòü; â êàêîé âàãîí çàõîäèòü; ñêîëüêî âàãîíîâ ïðîáåãàòü ïî
ïëàòôîðìå. Ñòðàòåãèÿ êîíòðîë¼ðîâ � â êàêîé âàãîí çàõîäèòü, â
êàêóþ ñòîðîíó èäòè. Âíåøíèå óñëîâèÿ � âðåìÿ äâèæåíèÿ ïîåçäà.
Ïîêà ìû ñ÷èòàåì, ÷òî âñòðå÷à çàéöà è êîíòðîë¼ðà � ýòî áåçóñëîâ-
íûé ìàêñèìàëüíûé ïðîèãðûø çàéöà è âûèãðûø êîíòðîë¼ðà (õîòÿ
â æèçíè áûâàþò ðàçíûå âàðèàíòû).

Êàêèå çäåñü âîçìîæíû ñòðàòåãèè äëÿ ïàññàæèðà?

• Ïðèìèòèâíûé âàðèàíò: ñåñòü â ïåðâûé èëè ïîñëåäíèé âàãîí â
íàäåæäå, ÷òî íå óñïåþò äîéòè. Íåäîñòàòîê â òîì, ÷òî åñëè â
íàø âàãîí ïðèøëè êîíòðîë¼ðû, èëè îíè çàøëè îäíîâðåìåííî
ñ íàìè, òî áåæàòü íåêóäà.

• Äðóãîé ñïîñîá: ñåñòü â ñåðåäèíó ñîñòàâà. Ïðåèìóùåñòâî: åñòü
âîçìîæíîñòü áåæàòü â îáå ñòîðîíû. Íåäîñòàòîê: ðàññòîÿíèå äî
êîíöà ïîåçäà âäâîå ìåíüøå.

• Íàïðàøèâàþòñÿ âàðèàíòû èñïðàâëåíèÿ òîé èëè äðóãîé ñòðà-
òåãèè. Î÷åâèäíî, èõ ýôôåêòèâíîñòü çàâèñèò îò âûáîðà ñòðà-
òåãèè ïðîòèâíèêîì.

Òåïåðü ïîñìîòðèì íà âîçìîæíûå ñòðàòåãèè ïðîòèâíèêà.

• Ñïîñîá: çàéòè â îäèí èç êðàéíèõ âàãîíîâ, ïðîâåðèòü âñåõ çà
îäèí ïðîõîä ïîåçäà. Íåäîñòàòîê: ìîæíî íå óñïåòü çà âðåìÿ â
ïóòè äîéòè äî êîíöà ïîåçäà; íå èñêëþ÷åíî, ÷òî çàéöû ñîáðà-
ëèñü èìåííî òàì (òåì áîëåå, ïðè òàêîì ñïîñîáå îíè, ñêîðåå
âñåãî, èìåííî òóäà è ïîáåãóò).

• Äðóãîé ñïîñîá: çàéòè â ñåðåäèíó ñîñòàâà è âûáðàòü, â êàêîé
ñòîðîíå ìîæíî ïîïûòàòüñÿ ïîéìàòü âñåõ çàéöåâ.

97



Ìàòðèöà ïëàòåæåé äëÿ äàííîé èãðû áóäåò ñëèøêîì îáú¼ìíîé,
ò. ê. èãðà íå çàêàí÷èâàåòñÿ çà îäèí øàã, à âàðèàíòîâ å¼ ðàçâèòèÿ
ìíîãî (íàïðèìåð, çàÿö ìîæåò ñðàçó óáåãàòü â êîíåö ïîåçäà, à ìîæåò
áåæàòü äàëüøå, ëèøü óâèäåâ êîíòðîëü â ñîñåäíåì âàãîíå).

Ðàçîáü¼ì èãðó íà øàãè (ðàññìàòðèâàåì ïðîñòîé ñëó÷àé, êîãäà
âñ¼ äåéñòâèå ïðîèñõîäèò â ïðåäåëàõ îäíîé îñòàíîâêè). Âîçìîæíûå
øàãè çàéöà: îñòàòüñÿ íà ìåñòå, ïåðåéòè íà âàãîí âïåð¼ä, ïåðåéòè íà
âàãîí íàçàä. Âîçìîæíûå øàãè êîíòðîë¼ðîâ: ïîòðåáîâàòü ó ïàññà-
æèðîâ ñâîåãî âàãîíà ïðåäúÿâèòü áèëåòû; ïåðåéòè â îäèí èç ñîñåä-
íèõ âàãîíîâ (ñ÷èòàåì, ÷òî èç ýòèõ äâóõ îïåðàöèé ñîñòîèò ïåðåõîä
êîíòðîë¼ðîâ); ¾îáðàáîòàòü¿ îäíîãî áåçáèëåòíèêà (åñëè â òåêóùåì
âàãîíå òàêèå åñòü).

Åñëè t � âðåìÿ â ïóòè â ìèíóòàõ, òî èãðà çàêàí÷èâàåòñÿ çà 4t
øàãîâ. Çàÿö ñ÷èòàåòñÿ âûèãðàâøèì, åñëè åãî çà ýòî âðåìÿ íå ïîé-
ìàëè; ñóììàðíûé ïðîèãðûø êîìàíäû çàéöåâ è âûèãðûø êîìàíäû
êîíòðîë¼ðîâ � êîëè÷åñòâî ïîéìàííûõ.

Î÷åâèäíî, êîìàíäíàÿ ðàáîòà ìîæåò óìåíüøèòü ñóììàðíûé ïðî-
èãðûø ïàññàæèðîâ. Íî äëÿ êîíêðåòíîãî èãðîêà ¾ïðåäàòåëüñòâî¿
ìîæåò îáåñïå÷èòü ñïàñåíèå îò ëè÷íîãî ïðîèãðûøà. Ýòî � ÷àñòíûé
ñëó÷àé äèëåììû çàêëþ÷¼ííîãî.

Âîò ïðèìåð, êîãäà îò îäíîãî ÷åëîâåêà çàâèñèò ñóäüáà âñåé êî-
ìàíäû: îäèí çàÿö ñèäèò â 3-åì âàãîíå, îñòàëüíûå âî 2-îì è íå ìîãóò
áåæàòü. Êîíòðîëü íàõîäèòñÿ â 4-îì è èä¼ò â ñòîðîíó 3-åãî. Âðåìÿ äî
îñòàíîâêè � 30 ñåêóíä. Åñëè áåçáèëåòíèê ïåðåõîäèò âî 2-îé âàãîí,
ëîâÿò âñåõ; åñëè â 1-ûé � âñåõ, êðîìå íåãî. Åñëè æå îñòà¼òñÿ, ëîâÿò
òîëüêî åãî, öåíîé 120 ðóáëåé îí ñïàñàåò íàðîä.

Âàì ïðåäëàãàåòñÿ ñàìèì ïîèãðàòü (åñòåñòâåííî, íà áóìàãå!) â ýòó
èãðó, â òîì ÷èñëå â ñëó÷àå äâóõ áðèãàä êîíòðîë¼ðîâ. Ðàññìîòðèì
íàèáîëåå î÷åâèäíûå ñòðàòåãèè è ïîñëåäñòâèÿ èõ âñòðå÷è.

Ñòðàòåãèÿ çàéöà: çàéòè â âàãîí n, ïðè ïîÿâëåíèè êîíòðîë¼ðîâ
â ñîñåäíåì âàãîíå ïåðåáåãàòü íà îäèí âàãîí â ïðîòèâîïîëîæíóþ îò
íèõ ñòîðîíó.

Ñòðàòåãèÿ êîíòðîë¼ðîâ: çàéòè â âàãîí m, ïðîâåðèòü áèëåòû, îò-
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ðåçàòü óøè âñåì çàéöàì, ïåðåéòè â ñîñåäíèé âàãîí, ïîâòîðèòü. Èäòè
äî êîíöà ïîåçäà, íå ìåíÿÿ íàïðàâëåíèÿ, ïîòîì îáðàòíî.

Çàïîëíèì òàáëèöó, â êîòîðóþ âïèøåì êîëè÷åñòâî øàãîâ (íå ñ÷è-
òàÿ ïîèìêè äðóãèõ çàéöåâ) äî ïîèìêè â çàâèñèìîñòè îò n,m.

n m Íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ êîíòðîë¼ðîâ t
k k Îò ãîëîâû ê õâîñòó 0
k <k Îò ãîëîâû ê õâîñòó 9-m
k >k Îò ãîëîâû ê õâîñòó 17-m
k k Îò õâîñòà ê ãîëîâå 0
k <k Îò õâîñòà ê ãîëîâå 7+m
k >k Îò õâîñòà ê ãîëîâå m-1

Ïîÿñíåíèå ê òðåòüåé ñòðîêå: çàÿö áóäåò ïîéìàí, êîãäà êîíòðîë¼-
ðû äîéäóò äî êîíöà ïîåçäà è âåðíóòñÿ. Âòîðàÿ ïîëîâèíà òàáëèöû
ïîëó÷åíà ¾îòðàæåíèåì¿ ïåðâîé. Åñëè t ñ ó÷¼òîì ïîèìêè äðóãèõ áåç-
áèëåòíèêîâ áîëüøå âðåìåíè â ïóòè, çàÿö âûèãðàë. Äàæå ýòîò ñëó÷àé
(åñëè çàéöåâ ìíîãî) ñëîæåí äëÿ èññëåäîâàíèÿ è òðåáóåò êîìïüþ-
òåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ò. ê. óñïåõ êîìàíäû çàâèñèò îò äåéñòâèé
êàæäîãî ó÷àñòíèêà.

Çàìåòèì, ÷òî âñå ñèòóàöèè Ïàðåòî-íåóëó÷øàåìû, ò. ê. èãðà èìååò
íóëåâóþ ñóììó. Ïîñìîòðèì, ñóùåñòâóåò ëè ðàâíîâåñèå ïî Íýøó.

• Åñëè ïðîâåðåíû íå âñå âàãîíû, âîçìîæíî óëó÷øåíèå ñî ñòîðî-
íû êîìàíäû çàéöåâ: ïðîñòî åõàòü âñåì â îäíîì èç íåïðîâåðåí-
íûõ âàãîíîâ. Ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó íåò.

• Åñëè íå ïîéìàí íè îäèí çàÿö, âîçìîæíî óëó÷øåíèå äëÿ êîí-
òðîë¼ðîâ: çàéòè â âàãîí, â êîòîðîì åñòü õîòü îäèí çàÿö. Ðàâ-
íîâåñèÿ òîæå íåò.

• Åñëè æå êîíòðîë¼ðû óñïåâàþò ïðîéòè âñå âàãîíû, òî î÷åâèä-
íî, ÷òî ïîéìàíû âñå çàéöû. Ðàâíîâåñèå ìîæåò èìåòü ìåñòî, à
ìîæåò è íå èìåòü � ýòî çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà çàéöåâ è øà-
ãîâ (íàïðèìåð, åñëè çàéöû ïîéìàíû â ïîñëåäíåì âàãîíå ïðÿìî
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ïåðåä âûõîäîì, òî óëó÷øåíèå åñòü: îäèí äîëæåí áûë åõàòü â
ïðåäïîñëåäíåì, òîãäà îñòàëüíûå óñïåëè áû ñáåæàòü â òî âðå-
ìÿ, ïîêà åìó âûäàþò áèëåò).

Êàê ìû ìîæåì çàìåòèòü, íàéòè ðàâíîâåñèå ïî Íýøó â äàííîé
çàäà÷å çàòðóäíèòåëüíî, ïðè÷¼ì, äàæå åñëè ìû åãî íàéä¼ì, äàííàÿ
ìîäåëüíàÿ çàäà÷à âñ¼ ðàâíî òðåáóåò äîðàáîòêè è äàííîå ðåøåíèå
ÐÆÄ íå óñòðîèò.
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Çàêëþ÷åíèå

Õîòåëîñü áû âåðèòü, ÷òî âû òåïåðü óçíàëè ìíîãî íîâîãî î òåî-
ðèè èãð è ïðèíÿòèè ðåøåíèé. Êîíå÷íî, òå, êòî èç âàñ ðàññ÷èòûâàë,
÷òî, ïðîñëóøàâ ýòè ëåêöèè, îí áûñòðî ïðîêà÷àåò ñâîåãî ïàíäàðåíà
äî 100-ãî óðîâíÿ, îêàçàëèñü ðàçî÷àðîâàííûìè � ìû îá ýòîì íè÷å-
ãî íå ãîâîðèëè. À ãîâîðèëè ìû î òîì, ÷òî òåîðèÿ èãð êàê ðàçäåë
íàóêè ñâÿçàíà ñ ìíîãèìè äðóãèìè îáëàñòÿìè íàóêè � ìàòåìàòè-
êîé (êîíå÷íî æå), ýêîíîìèêîé, èíôîðìàòèêîé, ïñèõîëîãèåé è äàæå
ôèëîñîôèåé. Âû óâèäåëè, ÷òî íîðìàëüíîå äëÿ êàæäîãî èç ëþäåé
ñòðåìëåíèå ê ýãîèçìó íå ïðèâîäèò ê íàèëó÷øåìó ðåçóëüòàòó äëÿ
âñåõ âìåñòå. À êàêèå æå ìàòåìàòè÷åñêèå òåìû ó íàñ áûëè? Òåîðèÿ
âåðîÿòíîñòåé, êîìáèíàòîðèêà, òåîðèÿ ãðàôîâ � âñåãî è íå ïåðå÷èñ-
ëèøü. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé áûëà ñîçäàíà â ñâî¼ âðåìÿ èìåííî äëÿ
òîãî, ÷òîáû îïðåäåëÿòü, ñïðàâåäëèâûì èëè íåò ÿâëÿåòñÿ êîíêðåò-
íûé âàðèàíò èãðû â êîñòè. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ýêîíîìèêà âî ìíîãîì
îñíîâàíà íà òåîðèè èãð. Âñ¼ ýòî � ïðèìåíåíèÿ ìàòåìàòèêè äëÿ ðå-
øåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ � íàçûâàþòñÿ ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêîé
è ÿ íàäåþñü, ìíå óäàëîñü ïîêàçàòü âàì íåêîòîðûå èíòåðåñíûå å¼
ïðèìåíåíèÿ.
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