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Рассматривается численное решение трёхмерного линейного уравнения переноса на па-
раллелепипедных расчётных сетках. С использованием подхода расщепления по коорди-
натам проведено обобщение компактных сеточно-характеристических схем повышенного 
порядка точности на трёхмерный случай. Исследуется влияние отдельных шагов вычисли-
тельного алгоритма на точность итоговой схемы. Предложен подход, позволяю-щий со-
хранить порядок сходимости схемы на гладком решении и минимизировать нефизические 
осцилляции на разрывном решении в трёхмерном случае. 
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1. Введение 
 Многие динамические процессы в механике сплошных сред (механика деформи-
руемого твердого тела, акустика, аэродинамика и др.) могут быть математически описа-
ны гиперболической системой уравнений [1]. Простейшим примером уравнения данного 
типа является линейное уравнение переноса. Получение аналитического решения для 
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большинства прикладных задач не представляется возможным, в связи с чем активно 
развиваются разностные методы численного решения подобных задач. 
 Поскольку численное решение сходится к точному решению при измельчении рас-
чётной сетки, актуальной задачей является повышение порядка аппроксимации схем. Из 
распространённых подходов отметим следующие: расширение сеточного шаблона [2], 
использование комбинаций сеточных функций, полученных на разных сетках, использо-
вание дифференциальных следствий начальных уравнений [3-5]. Для обеспечения моно-
тонности схем, например, на разрывных решениях, используют лимитеры [6]. Схемы, 
построенные без расширения сеточного шаблона, принято называть компактными [7,8]. 
К их преимуществам можно отнести локальность, облегчающую формулирование гра-
ничных условий. 
 В [9] была предложена бикомпактная (на двухточечном шаблоне) схема третьего 
порядка CIP (Cubic-Interpolated Pseudo-particle method), построенная с использованием 
интерполяционных полиномов. В дальнейшем она была обобщена на многомерный слу-
чай [10]. Отметим, однако, что указанная схема не является монотонной и приводит к 
нефизическим осцилляциям на разрывном решении. Для преодоления данного недостат-
ка в [11] были предложены две бикомпактные схемы (БИС1 и БИС2) для одномерного 
линейного уравнения переноса, построенные на основе сеточно-характеристического 
метода [12]. На гладких решениях они демонстрируют, соответственно, второй и третий 
порядок сходимости как по пространству, так и по времени. При этом с использованием 
гибридизации решения [13] на основе сеточно-характеристического критерия [14] и на 
основе критерия, основанного на поиске экстремума интерполяционного полинома на 
выбранном интервале, предложенного в [11], удалось добиться отсутствия нефизических 
осцилляций и слабого размытия решения со временем. 
 В дальнейшем в [15] они были обобщены на двумерный случай с использованием 
подхода расщепления по направлениям с сохранением качественного поведения и по-
рядка аппроксимации. 
 В данной работе проводится обобщение схем БИС1 и БИС2 на трёхмерный случай. 
Используется подход расщепления по координатам, позволяющий свести задачу к по-
следовательному решению одномерных задач. В дальнейшем проводится дополнение 
начальных уравнений их дифференциальными следствиями, что позволяет использовать 
компактные схемы. Отдельно исследуется вопрос о влиянии способа переноса ортого-
нальной (дополнительной) производной на порядок сходимости итоговой схемы. Пред-
ложены трёхмерные численные схемы, сохраняющие повышенный порядок сходимости 
на гладких решениях и отсутствие нефизических осцилляций на разрывном решении. 
 

2. Одномерное линейное уравнение переноса 
 Рассмотрим простейшее одномерное линейное уравнение переноса: 

 0t xu u   .                                                                                                                    (1) 

 Будем полагать, что =const>0, поскольку для отрицательных  все построения 
аналогичны и могут быть осуществлены заменой  на – и сеточного шаблона на сим-
метричный по x относительно рассчитываемой точки (tn,xm). 
 Помимо уравнения (1) также рассмотрим его дифференциальное следствие. Введем 
в дополнение к u(t,x) новую искомую функцию (t,x)=ux(t,x) и, продифференцировав 
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уравнение (1) по x , получим для ( , )t x  аналогичное уравнение переноса: 

 0t x    .                                                                                                                    (2) 

 Построение продолженных разностных схем будем рассматривать на двухточеч-
ном по пространству шаблоне с пространственным шагом h и временным шагом : 

 1
1( , ), ( , ), ( , )n n n

m m mt x t x t x
 .                                                                                           (3) 

 Будем использовать систему координат, в которой точка (tn,xm) имеет координаты 
(0,0), а точка (tn,xm–1) – (0,–h) соответственно. Рассмотрим на интервале x(–h,0) интер-
поляционные полиномы f(x), которые аппроксимируют функцию u(x) на заданном ин-
тервале. В дальнейшем индекс по времени будем опускать, где это возможно. Решение 
уравнения (1) на временном шаге n+1 может быть найдено как 

 1 ( )n
mu f   , 

а решение продолженной системы будет 

 1 ( )n
m f    . 

 На указанном шаблоне можно построить максимально полином третьей степени 
3 2

3 3 3 3 3( )F x a x b x c x d    . Коэффициенты данного полинома могут быть найдены из 

значений 1 1, , ,m m m mu u    . Дополнительно введём полиномы второй степени 2 ( )lF x  и 

2 ( )rF x , коэффициенты в которых вычислены по значениям 1 1, ,m m mu u   и 1, ,m m mu u   

соответственно. Также рассмотрим полином первого порядка точности на рассматри-
ваемом шаблоне 1( )F x , коэффициенты которого находятся по значениям 1,m mu u  . Ап-

проксимация данным полиномом представляет собой схему первого порядка типа КИР 
(Куранта-Изаксона-Риса). Обозначим данную схему как CIR. 
 Введём дополнительно необходимые обозначения: 

 1 3
* 0 * 1 1 * 0

3
,   ,   ,   .

2
m m

m m
u u b

x
h a





             

 2.1. Схема БИС1. Схема БИС1 (бикомпактная интерполяционная схема) основана 
на гибридизации по характеристическому критерию монотонности [3,12]: 

 1
1 1min( , ) max( , )n

m m m m mu u u u u
   .                                                                           (4) 

 Значение 1n
mu  последовательно вычисляется полиномами F3(x), F2l(x), F2r(x) и F1(x) 

до тех пор, пока не будет выполнен критерий монотонности. В дальнейшем с использо-

ванием производной выбранного полинома вычисляется значение 1n
m
 . 

 

 2.2. Схема БИС2. Схема БИС2 строилась на основе анализа поведения интерполя-
ционных полиномов на рассматриваемом интервале с целью максимального повышения 
порядка сходимости. Введём в рассмотрение дополнительные условия 
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 1 *0,     0.m m m       (5) 

 0 3 0 *0,    ( ) 0.h x F x      (6) 

 1 * 1min( , ) max( , )m m m mv v v v v   ,      (7) 

 1 0.m m     (8) 

 1 *0,     0.m m m       (9) 

 Если выполнены условия (5) и (6), то используется схема второго порядка с интер-
поляционным полиномом ( )F x , вычисляемым по формуле 

 2 1

2 1

( ), ,
( )

( ), .
l m m

r m m

F x
F x

F x




  
    

                                                                                          (10) 

 Если выполнено (5), но не выполнено (6), то используется полином третьего по-
рядка F3(x). Если выполнено условие (7), то используется полином первого порядка 
F1(x). В случае выполнения условия (8), используются полиномы второго порядка, исхо-
дя из (10). Наконец, при выполнении условия (9) используется полином первого порядка 
F1(x). 
 Приведём ниже также псевдокод расчётного алгоритма. 

1:            if 1( 0)m m    and *( 0)m    then 

 2:                        if 0( )x h   and 0( 0)x   and 0 *( ( ) 0)F x    then 

 3:                                  if 1 * 1min( , ) max( , )m m m m         then 

 4:                                             1 1
1 1, ( ), ( )n n

m mu F x F x     

 5:                                  else 
 6:                                             if 0 1    then 

 7:                                                        1 1
2 2, ( ), ( )n n

m m l lu F x F x     

 8:                                               else 

 9:                                                        1 1
2 2, ( ), ( )n n

m m r ru F x F x     

 10:                                             end if 
 11:                               end if 
 12:                     else 

 13:                                                      1 1
3 3, ( ), ( )n n

m mu F x F x     

 14:                              end if 

 15:                     else if 1 1
2 2, ( ), ( )n n

m m r ru F x F x     then 

 16:                                1 1
1 1, ( ), ( )n n

m mu F x F x     

 17:                     else 
 18:                                 if 0 1    then 

 19:                                             1 1
2 2, ( ), (n n

m m l lu F x F x    ) 
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 20:                                 else 

 21:                                             1 1
2 2, ( ), ( )n n

m m r ru F x F x     

 22:                                end if 
 23:                   end if 
 

3. Трёхмерное линейное уравнение переноса 
 Рассмотрим простейшее трёхмерное линейное уравнение переноса 

 0t x x y y z zu u u u                                                                                                 (11) 

и четырёхточечный по пространству шаблон с пространственным шагом h  и временным 
шагом : 

 1
1 1 1( , , , ), ( , , , ), ( , , , ), ( , , , ), ( , , , )n n n n n

i j k i j k i j k i j k i j kt x y z t x y z t x y z t x y z t x y z
   . (12) 

 Будем полагать, что const 0x   , const 0y    и const 0z   , поскольку для 

отрицательных , ,x y z  все построения аналогичны и могут быть осуществлены заменой 

, ,x y z    на , ,x y z    соответственно, и сеточного шаблона на симметричный по 

, ,x y z  относительно точки ( , , , )n
i j kt x y z . 

 На этапе построения разностных схем для решения уравнения (11) используем ме-
тод расщепления по координатам ( X , Y  и Z ). При этом примем связь между операто-

ром перехода с текущего на следующий временной слой ( 3̂dF ) и для отдельных шагов 

расщепления ( ˆ
XF , ŶF , ˆ

ZF ) в виде 

 3 , , , ,
ˆ ˆ ˆ ˆn n

d i j k Z Y X i j kF u F F F u . (13) 

 Рассмотрим подробнее, например, шаг расщепления по X: 

 0t x xu u   . (14) 

 Для удобства записи будем обозначать значения величин, полученные после дан-
ного шага, индексом 1 / 3n   по времени, а после шага расщепления по Y  – индексом 

2 / 3n  . Дополним уравнение (14) его следствием, получаемым дифференцированием 
по x  и введением дополнительной неизвестной функции ( , , , ) ( , , , ) /t x y z u t x y z x    : 

 0t x x     . (15) 

 Отметим, что система (14),(15) является продолженной и может быть решена на 
рассматриваемом шаблоне с использованием одной из компактных схем (CIP, БИС1 или 

БИС2) [11] или схемой CIR [16]. Т.о., могут быть вычислены значения 1/3
, ,
n
i j ku   и 1/3

, ,
n
i j k
 . 

 Однако на следующем шаге расщепления по Y  нам необходимо знать дополни-

тельно значение 1/3
, ,
n
i j kw  , где введено обозначение ( , , , ) ( , , , ) /w t x y z u t x y z y   . На шаге 
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расщепления по Z  необходимо знать также значение 2/3
, ,
n
i j kq  , где введено обозначение 

( , , , ) ( , , , ) /q t x y z u t x y z z   . Для краткости в дальнейшем будем называть первую произ-

водную по координате, не совпадающей с шагом расщепления, ортогональной (или до-
полнительной). Так, например, на шаге расщепления по X  ортогональными являются 
две производные: w  и q . Авторами было предложено два различных способа вычисле-

ния их значений, существенно влияющих на порядок сходимости итоговой схемы. 
 

 3.1. Перенос ортогональных (дополнительных) производных схемой CIR. До-
полним уравнение (14) его следствиями, получаемыми дифференцированием по y  и z : 

 0t x xw w   , (16) 

 0t x xq q   . (17) 

 Будем вычислять значение 1/3
, ,
n
i j kw   на шаге расщепления по X  решением уравнения 

(10), а 1/3
, ,
n
i j kq   – уравнения (11) по схеме первого порядка сходимости по пространству 

CIR: 

 1/3
, , , , , , 1, ,( )n n n nx

i j k i j k i j k i j kw w w w
h




 
   ,                                                                          (18) 

 1/3
, , , , , , 1, ,( )n n n nx

i j k i j k i j k i j kq q q q
h




 
   .                                                                            (19) 

 Полученные компактные трёхмерные сеточно-характеристические схемы назовём 
CIP-3D-1, БИС1-3D-1, БИС2-3D-1, соответственно, в зависимости от используемой ком-
пактной схемы для решения продолженной системы уравнений (14),(15) и аналогичной 
ей на шагах расщепления по Y  и Z . 
 

 3.2. Перенос ортогональных (дополнительных) производных компактной схе-

мой. Введём в рассмотрение новую искомую функцию 
2 ( , , , )

( , , , )
u t x y z

p t x y z
x y




 
 и рас-

смотрим следствие уравнения (15), получаемое дифференцированием его по x: 

 0t x xp p   .                                                                                                               (20) 

 При таком подходе система уравнений (16),(20) также является продолженной. 

Расширим пространство искомых функций введением 
2 ( , , , )

( , , , )
u t x y z

r t x y z
x z




 
 и рас-

смотрим следствие уравнения (17), получаемое дифференцированием его по x: 

 0t x xr r   .                                                                                                                  (21) 

 При таком подходе система уравнений (17), (21) также является продолженной. 

Вводя  новые  искомые  функции 
2 ( , , , )

( , , , )
u t x y z

s t x y z
y z




 
 и 

3 ( , , , )
( , , , )

u t x y z
g t x y z

x y z




  
  и  
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5 Математическое моделирование, №2 

дифференцируя уравнение (16) сначала по z, а потом по x, получим ещё одну продол-
женную систему уравнений: 

 0t x xs s   ,                                                                                                                 (22) 

 0t x xg g   .                                                                                                                (23) 

 Каждая из трёх записанных систем на шаге расщепления по X  может быть решена 
с использованием одной из компактных схем (CIP, БИС1 или БИС2). Таким образом, 
могут быть вычислены значения всех величин , , , , , ,x y z xy xz xyzu u u u u u u  на слое 1 / 3n  . 

На шаге расщепления по Y и по Z выражения для вычисления значений на слое 2 / 3n   
и n+1 строятся полностью аналогично изложенному выше. Полученные компактные 
трёхмерные сеточно-характеристические схемы назовём CIP-3D-2, БИС1-3D-2, БИС2-
3D-2, соответственно, в зависимости от используемой компактной схемы для решения 
продолженных систем уравнений. Отметим, что в настоящей работе не исследовались 
трёхмерные схемы, которые могут быть получены при решении систем (14),(15), 
(16),(20), (17),(21) и (22),(23) отличными друг от друга компактными схемами. 
 

 3.3. Численное исследование схем. Тест на качественное поведение построенных 
трёхмерных разностных схем проводился с импульсом прямоугольной формы: 

 


 


.,0

,5.0,,5.0,1
),,,0(

else

zyx
zyxu .                                                                     (24) 

 Использовалась сетка, состоящая из 20 узлов по каждой из координат и покры-
вающая область [ 1,1] [ 1,1] [ 1,1]     , с периодическими граничными условиями. Реше-

ние представлено после 100 шагов разностной схемы, шаг по времени выбирался исходя 
из числа Куранта 0.6. Использовались значения параметров 1, 2, 3x y z   . Результаты 

для всех схем (сечение области расчёта вдоль главной диагонали) представлены на рис.1. 
 В табл.1 приведены результаты тестирования сеточной сходимости рассмотренных 

схем. Использовались следующие нормы: 3
1 , , inf , ,

, ,

,   maxi j k i j k
i j k

L u h L u  . В качестве 

начальных условий задавался импульс 4 4 4(0, , , ) sin ( )sin ( )sin ( )u x y z x y z     в области 

]1,1[]1,1[]1,1[  , и на границах области использовались периодические граничные 

условия. При этом если перенос ортогональных (дополнительных) производных в чис-
ленной схеме осуществлялся схемой CIR, то задавались начальные условия на частные 

производные , ,
u u u

x y z

  
  

 искомой функции, вычисленные аналитически. При тестирова-

нии сходимости численных схем, использующих подход продолженных систем уравне-
ний для переноса ортогональных (дополнительных) производных, дополнительно зада-

вались начальные условия на следующие производные искомой функции: 
2

,
u

x y


 

 

2 2 3

, ,
u u u

x z y z x y z

  
      

, вычисленные аналитически. 



130  В.И. Голубев, И.Б. Петров, Н.И. Хохлов 

 

          Таблица 1. Сеточная сходимость. Вектор переноса (1, 2, 3) направлен не вдоль диагонали  
                               ячеек сетки. 
 

 N L1 порядок L1 Linf порядок Linf 
100 8.93E-04 – 1.89E-02 – 
200 2.07E-04 2.11 4.28E-03 2.14 

CIP-3D-1 

400 5.06E-05 2.03 1.02E-03 2.07 
100 1.31E-03 – 9.36E-02 – 
200 3.11E-04 2.07 3.29E-02 1.51 

БИС1-3D-1 

400 7.45E-05 2.06 1.11E-02 1.56 
100 8.66E-04 – 1.92E-02 – 
200 2.05E-04 2.08 4.30E-03 2.16 

БИС2-3D-1 

400 5.06E-05 2.02 1.02E-03 2.07 
100 9.34E-05 – 2.14E-03 – 
200 1.16E-05 3.01 2.70E-04 2.99 

CIP-3D-2 

400 1.46E-06 2.99 3.38E-05 3.00 
100 7.77E-04 – 8.85E-02 – 
200 1.63E-04 2.26 3.11E-02 1.51 

БИС1-3D-2 

400 3.37E-05 2.27 1.08E-02 1.52 
100 8.47E-05 – 2.93E-03 – 
200 1.09E-05 2.96 3.48E-04 3.08 

БИС2-3D-2 

400 1.40E-06 2.96 4.17E-05 3.06 
 

 
Рис.1. Вид переносимого импульса (24) через 100 шагов разностной схемы: а) CIP-3D-1; 

б) CIP-3D-2; в) БИС1-3D-1; г) БИС1-1-D-2; д) БИС2-3D-1; е) – БИС2-3D-2. 
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 Поскольку вычислительная сложность задачи получилась высокой и не представ-
лялось возможным провести расчёт на персональном компьютере за приемлемое время, 
была проведена параллелизация расчётного алгоритма с использованием технологии 
MPI, и все расчёты проводились на кластере Информационно-вычислительного центра 
Новосибирского государственного университета http://www.nusc.ru/. 

 

4. Заключение 
 В работе рассмотрена задача численного решения трёхмерного линейного уравне-
ния переноса на прямоугольных расчётных сетках. На основе метода расщепления по 
координатам решение исходной системы уравнений сведено к последовательному реше-
нию трёх одномерных систем уравнений. Проведено расширение одномерных систем 
уравнений их дифференциальными следствиями с получением набора продолженных 
систем уравнений. Для их решения используются явные компактные сеточно-характе-
ристические численные схемы на двухточечном по пространству шаблоне. 
 Проведено обобщение схем CIP, БИС1 и БИС2 на трёхмерный случай. Численное 
исследование порядка сходимости построенных схем на гладком решении показало его 
сохранение схемами CIP-3D-2, БИС1-3D-2 и БИС2-3D-2. При переносе ортогональных 
(дополнительных) производных схемой первого порядка точности порядок схем снижа-
ется до второго. Таким образом, схема БИС2-3D-2 обладает третьим порядком сходимо-
сти на гладком решении, как и схема CIP2-3D-2, однако не порождает нефизических ос-
цилляций на разрывном решении. 
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