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1. Введение 

 

В этой работе предложен новый метод первого порядка для выпуклых задач c 

составной структурой и со случайным неточным оракулом. Методы первого порядка 

являются широко распространенными. Также распространены методы для решения задач 

со специальной структурой, такие как метод эллипсоидов и методы внутренней точки. 

Эти методы имеют очень быструю скорость сходимости, но требуют довольно дорогие 

итерации для решения задач размерности n, количество арифметических операций 

примерно 3 4n n . Это делает их неэффективными для задач больших размерностей      

( 510n  ).  В последнее время задачи больших и огромных размерностей стали одним из 

главных объектом исследований в методах оптимизации из-за большого количества 

приложений, таких как телекоммуникации, интернет, транспортные потоки, машинное 

обучение и т.д. Обычно в этих задачах требования точности аппроксимации оптимального 

значения не очень высокие. Это позволяет использовать методы первого порядка, которые 

сходятся медленнее, зато имеют почти независимую от размерности скорость сходимости 

и на каждой итерации требуют примерно 2n  или меньше арифметических операций. 

Поэтому важно разработать эффективные методы первого порядка. 
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2. Постановка задачи 

 

 

Пусть E конечное действительное векторное пространство, а *E его сопряженное. 

Обозначим значение линейной функции g *E в точке x E как ,g x  . Пусть 

 некоторая норма в E. Мы рассматриваем составную оптимизационную задачу 

 min ( ) : ( ) ( )
x Q

x f x h x


  , где QE выпуклое замкнутое множество, ( )h x  - просто 

выпуклая функция, ( )f x  - выпуклая функция с случайным неточным оракулом. Это 

означает, что для любого x Q  есть , ( )Lf x R   и , ( )Lg x  *E такие что 

     
2

, ,0 ( ) ( ) ( ), ,
2

L L

L
f y f x g x y x x y           ,y Q   

и также вместо , ,( ( ), ( ))L Lf x g x   (называем эту пару  , L -оракулом) мы будем 

использовать их стохастическую аппроксимацию  , ,( , ), ( , )L LF x G x   . Это означает, что 

во всех точках x Q , мы сопоставляем c x случайную переменную   с распределением 

таким что: 

               

Здесь 
*
 норма в сопряженном пространстве, соответствующим 

E
 : 

 *
sup , : 1 .

y E E
g g y y


   

Отметим, что этот класс задач очень широкий и включает в себя задачи стохастической 

оптимизации, гладкие и негладкие задачи, задачи с ошибкой в вычислении градиента, 

такие как LASSO. 

 

В работе [7] рассматривается случай неслучайного оракула  , L . Показано, что 

двойственный градиентный метод для минимизации функции ( )f x  генерирует 

приближенное решение с ошибкой 
2LR

O
k


 

 
 

, где R – расстояние между начальной 

точкой и решением, k – итерационный счетчик. Также авторы показали, что быстрый 
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градиентный метод для минимизации функции ( )f x  генерирует приближенное решение с 

ошибкой 
2

2

LR
O k

k


 
 

 
 и следовательно накапливает ошибку оракула.  

В работе [6] этими же авторами был предложен промежуточный градиентный метод с 

ошибкой 
2

1p

p

LR
O k

k


 
 

 
, где  1,2p  и выбирается перед запуском метода. Этот метод 

позволяет идти на компромисс между скоростью сходимости и генерируемой ошибкой, 

выбирая соответствующее значение параметра p . В диссертации [10] все упомянутые 

выше методы расширены до применения их на прокс-структурах, отличных от евкидовой. 

Также в [11,12]  авторы построили метод для составной стохастической оптимизаци, 

который может быть использован в обоих случаях и для гладких и для негладких 

функций, но они не рассматривают неслучайную ошибку оракула. 

 

 В этой работе мы используем неточный стохастический оракул, это означает, что 

на каждом шаге алгоритма мы получаем информацию с обоими и со случайной ошибкой и 

с детерминистической. Этот шаблон более общий, чем рассмотренный в [11,12]. Мы 

обобщили промежуточный градиентный метод для случая составной задачи оптимизации 

и стохастической ошибки.  

 

 Некоторые обозначения и терминология 

Мы полагаем что выбрана норма   на E. Субдифференциал функции ( )f x  в точке x  

обозначаем ( )f x . Также нам понадобится проски-функция ( )d x , которая является 

дифференцируемой и строго выпуклой с параметром 1 на Q относительно введенной 

нормы. Пусть 0x - минимум функции ( )d x  на Q. После преобразований всегда можно 

полагать, что: 

0( ) 0,d x   
2

0

1
( ) ,

2
d x x x   x Q     (2.1) 

Определим расстояние Брегмана: 

( , ) ( ) ( ) ( ), .V x z d x d z d z x z        (2.2) 

Так как ( )d x  строго выпукла с параметром 1 имеем: 

21
( , )

2
V x z x z  ,  ,x z Q      (2.3) 
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                3. Алгоритм SIGM 

Пусть      
0 0 0
, ,i i ii i i

B 
  

последовательности коэффициентов, удовлетворяющие:  

    
0 1(0,1), , 0,i i L i                (3.1) 

    0 , 0,
i iB i               (3.2) 

    2

1 1

0

, 1.
k

k k k k k k

i

B k     



 
    

 
         (3.3) 

Определим также 
0

k

k ii
A 


  и 1

1

i
i

iB


 



 . Заметим, что по определению 0 0 0A B   . 

Общая скорость сходимости 

Получим скорость сходимости предложенного метода в терминах заданных 

последовательностей      , ,i i iA B  . Обозначим 

, ,0
( ) ( ) ( , ) ( , ), ( )

k

k k i L i i L i i ii
x d x F x G x x x h x    


         

* ( ) min ( )k x Q kx x   ,  [ ] 0 ,...,k k   - история случайного процесса после k итераций. 
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Покажем, что  
0k k

y


 и  
0

( )k k
x


  определяют последовательность приближенных 

функций. 

 

Лемма 3.1 

Для всех 0k  выполняется следующее неравенство. 

   *( )k k k kA y E         (3.10) 

где    

   

Доказательство. 

Обозначим , ( ),i L if f x  , ( ),i L ig g x  , ( , ),i L i iF F x   , ( , ).i L i iG G x   Заметим, что для 

всех *, , 0 :g E x E     

   
2 2

*

1
,

2
g x x g




   .    (3.11) 

Покажем сначала, что утверждение верно для 0k  . 

  

Учитывая, что для 0k  , 0 0 0A B   . 

 Считаем что (3.10) верно для некоторого 0k   и докажем что это также верно для 

1k  . Пусть ( ) ( )k kgh z h z . Из оптимального условия в (3.5) имеем 

  
0

( ) ( ), 0,
k

k k i i k k k

i

d z G A gh z x z 


      .x Q   
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Используя неравенство 
1k k   , имеем: 

  

В последнем неравенстве мы использовали выпуклость ( )h x  

1 1( ) ( ), ( ) ( )k k k k k k kA h x A gh z z x A h z h x     . 

Также так как    1 1 1 1k k k k kA B A B        имеем следующую цепочку неравенств. 

   

Используя (3.13) получаем: 
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Таким образом с учетом (3.6) получаем (3.10) для 1k  . 
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Лемма 3.2 

Для всех 0k  выполняется следующее неравенство 

   ( ) ( ) ( ) ( )kk k kx A x d x E x     , x Q     (3.13) 

где 
, , , ,

0

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ),
k

k

i L i i L i L i i L i i i

i

E x F x f x G x g x x x      


       . 

Доказательство. 

Используя обозначение из Леммы 3.1 имеем: 

0 0
( ) ( ) , , ( )

k k

k k i i i i i i i i i i ki i
x d x f g x x F f G g x x A h x  

 
                    

           
(1.2)

( ) ( ) ( ).
kk kd x A x E x    

             

Используя Лемму 3.1 и Лемму 3.2 получаем следующий результат. 

 

Теорема 3.1.  

Пусть функция f  снабжена случайным неточным оракулом с уровнем шума  , 

смещением   и константой L . Тогда последовательность ky  генерируемая Алгоритмом 

SIGM, применительно к задаче (1.1) удовлетворяет 

    * *

0

1
( )

k

k k i

ik

y d x B
A

   



   


  

   
2

, , *
0

( , ) ( )
k

i
L i i L i

i i

B
G x g x

L
 



  


  

   *

, ,

0

( , ) ( ),
k

i L i i L i i

i

G x g x x x  


     

     , , 1 1

1

( , ) ( ),
k

i
i i L i i L i i i

i i

B G x g x y z
B

 


   




    


 .  (3.14) 

Доказательство. 

Из неравенств (3.10), (3.13), по определению ( )k x  и 
* ( )k x  получаем 

* * * * *( ) ( ) ( ) ( ) ,kk k k k k k k kA y E x E A d x E x E           

Из которого немедленно получается утверждение теоремы. 
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Теорема 3.2 

Пусть функция f  снабжена случайным неточным оракулом с уровнем шума  , 

смещением   и константой L . Тогда последовательность ky  генерируемая Алгоритмом 

SIGM, применительно к задаче (1.1) удовлетворяет 

  
0

*
* 20

,...,

0

( ) 1
( ) .

k

k
k

ik i i
k

ik k k i

Bd x B
M y

A A A L
 


  






   



  

Доказательство. 

Так как [ 1]|
i i i iM G g  
     и ix , 1iy   и 1iz  неслучайные функции от  0 1,..., i   , имеем  

*

[ 1] 1 1 [ 1], | , | 0
i ii i i i i i i i iM G g x x M G g y z     
          

. Следовательно ожидание от 

четвертого и пятого членов в (3.14) относительно 0 ,..., k  равно нулю. Также по нашему 

предположению 
2 2

[ 1]*
|

i i i iM G g  
  
 

 и следовательно      

  

   
0

2 2

,..., *0 0k

k ki i
i ii i

i i

B B
M G g

L L
  

  

 
  

  
  .     

             

Общая вероятность больших отклонений. 

Здесь мы получим верхнюю границу вероятности большого отклонения для *( )ky  . 

 

Для этого введем несколько дополнительных предположений 

1. 0 ,..., k   независимые и одинаково распределенные случайные величины 

2. , ( , )LG x   удовлетворяет условию легкого хвоста 

2

, , *

2

( , ) ( )
exp exp(1)

L LG x g x
M

 







  
   
  

  

 

3. Множество Q ограничено с диаметром ,maxx y QD x y  . 

 

Нам потребуются следующие леммы. 
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Лемма 3.3 

Пусть 0 ,..., k   последовательность реализаций независимых и одинаково распределенных 

случайных величин 0,..., kX X  и пусть  ( )i i i
    неслучайная функция от  i  такая что 

для всех 0i   выполняется  

2

12
exp | exp(1)i

i
M 

 

  
  

  
 

и 0 ,..., kс c  последовательность положительных коэффициентов.  

Тогда мы имеем для любого 0k  и для любого 0 : 

   2 2

0 0

(1 ) exp .
k k

i i i

i i

P c c
 

 
     

 
   

 

Лемма 3.4 

Пусть 0 ,..., k   последовательность реализаций независимых и одинаково распределенных 

случайных величин 0,..., kX X и пусть i  и i неслучайные функции от  i  такие что 

1.  1| 0i i
M 


  
 

 

2. i i ic  , где iс  положительная константа 

3.    
2

12
exp | exp 1i

i
M




 

  
  

  
 

Тогда для любого 0k  и для любого 0  выполняется 

   2

0 0

3 exp
k k

i i

i i

P c
 

 
      

 
   

 

Теорема 3.3 

Если выполнены предположения 1,2,3 тогда для всех 0k  и для всех 

0 последовательность, генерируемая алгоритмом SIGM удовлетворяет 

 

   
*

* 2 20

0 0

( ) 1 2 3
3exp

k
k k

ik i i
k i

i ik k k i k

Bd x B D
P y

A A A L A

 
   




 

  
       
 
 


  . 
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Доказательство. 

Из теоремы 3.1 мы знаем, что для алгоритма SIGM разрыв   *

ky   может быть 

ограничен сверху суммой четырех величин: 

1. неслучайной 
*

0
1

( )
( )

k

ik i

k k

Bd x
I k

A A

  


, 

2. случайной 
      

2

2 , ,0 *

1
, ,

k i
L i i L ik i

k i

B
I k G x g x

A L
  


 


 , 

3. случайной 
        3 , , 1 11

1
, , ,

k i
i i L i i L i i ik i

k i

I k B G x g x y z
A B

 


    

    , 

4 случайной 
       *

4 , ,0

1
, , , .

k

i L i i L i ik i
k

I k G x g x x x
A

   


    

Для   2 ,
k

I k   используя лемму 3.3 с    , , *
,i L i i L iG x g x     и с 

 
i

i

k i

B
с

A L



мы 

получаем     2

2

0

1
, exp

k
i

k
ik i

B
P I k

A L
 



 
   

 
  для всех 0k   и для всех 0 . 

Для   3 ,
k

I k  используя Лемму 3.4 с      , , 1 1, ,i
i i i L i i L i i i

k i

B G x g x y z
A B

 


         и с 

   , , *
,i L i i L iG x g x     мы получаем     2

3

0

3
, exp

k

ik
ik

D
P I k

A


 



 
    

 
  для 

всех 0k   и для всех 0 . 

Для   4 ,
k

I k   используя Лемму 3.4 с     *

, ,, ,i
i L i i L i i

k

G x g x x x
A

 


    ,    

   , , *
,i L i i L iG x g x     и с i

i

k

a D
с

A
 получаем  

    2

4

0

3
, exp

k

ik
ik

D
P I k

A


 



 
    

 
  для всех 0k   и для всех 0 . 

Комбинируя эти три результата мы получаем утверждение теормемы. 

             

 

 

 

 



14 

 

Выбор коэффициентов. 

В теореме 3.2 мы получили среднюю скорость сходимости SIGM а в теореме 3.3 верхние 

границы для вероятности большого отклонения для ошибки алгоритма. Эти результаты 

сформулированы в терминах последовательностей      
0 0 0
, ,i i ii i i

B 
  

 

удовлетворяющих (3.1),(3.2),(3.3). Выберем эти последовательности так чтобы получить 

скорость сходимости 
2

1p

p

LR R
k

k k




 
   
 

. Пусть 1a   и 0b   некоторые параметры. 

Полагаем, что нам известно число R такое что  *2d x R . Мы выбираем: 

    

1

1
p

i

i p

a p




 
  

 
, 0i  ,    (3.15) 

     
2 1

21
p

p
i

b
L i p

R






    ,  0i     (3.16) 

    

2 2

2 1 1
p

i i

p
B a

a p




 
   

 
, 0i     (3.17) 

Неравенства (3.1) и (3.2) выполнены и мы должны проверить что также выполняется (3.3) 

Имеем 

1

0

0 0

1 1
.

ppkk

k i

i

x p k p
A dx

a p a p
 





    
      

   
      (3.18) 

Ясно, что для любого 0i   выполнено: 

  

2 2 2 2

2

2

1 1 1
p p p

k k

k p k p k p
A

a p a p a p


 

       
        

     
 

Если мы выберем 
2 1

22
p

a


 , тогда 

   
2 2

2 1

2
2

1
1

p
pk p

k p
a p


 

   
 

 

     
2 2

2 1 2 1

2 2
1 1

p p
p pk p k p

k p k p
a p a p


     

      
   

 

Последние две цепочки неравенств доказывают что (3.3) выполняется. 

Используя (3.18) имеем 

  
2 3* 2 2 1

2 22
( )

1 2 .
2

ppp
k k

k k

d x R b p
L k p R

A A R k p

      
       

   
  (3.19) 

Также используя (3.18) и тот факт, что  1,2p  имеем следующую цепочку неравенств 
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Используя (3.18) имеем следующие неравенства 

        

Соединяя оценки (3.19), (3.20), (3.21) мы получаем для оценки из теоремы 3.2: 

                

Выбирая оптимальный 
5 2 1 2

4 22
p p

b p
 

  получаем следующую теорему. 

Теорема 3.4 
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Если последовательности      
0 0 0
, ,i i ii i i

B 
  

 выбраны согласно соотношениям (3.15), 

(3.16), (3.17) с 
2 1

22
p

a


 и 
5 2 1 2

4 22
p p

b p
 

  тогда последовательность ky генерируемая 

алгоритмом SIGM удовлетворяет: 

   

Где 1 4 2,С   2 16 2,С   3 48.С   

Аналогично как мы доказали (3.20) мы можем получить следующее неравенство: 

   2

2
0

1 2
.

k

i

ik

p

A k p







  

Оно вместе с (3.19), (3.20), (3.21) дает нам следующее заключение из Теоремы 3.3 

Теорема 3.5 

Если последовательности      
0 0 0
, ,i i ii i i

B 
  

 выбраны согласно соотношениям (3.15), 

(3.16), (3.17) с 
2 1

22
p

a


 и 
5 2 1 2

4 22
p p

b p
 

  тогда последовательность ky генерируемая 

алгоритмом SIGM удовлетворяет: 

   

где 1 4 2,С   2 16 2,С  3 48,С  4 4 3.С   
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Численный эксперимент 

 

 Проведем численный эксперимент и изучим поведение нашего алгоритма на 

реальной задаче. Рассмотрим следующую задачу: имеется выпуклая квадратичная 

функция на единичном симплексе 

     
1

min
2n

T

x
x Ax


    (4.1)  

Где  ( )

1
| 1

nn i

n i
x x 

     и 1000n   

Выбираем прокс-функцию  ( ) ( )

1
( ) ln( ) ln

n i i

i
d x n x x


   

И коэффициенты согласно изложенному выше правилу. 

В случае когда оракул точный 0   и детерминированный 0   получаем следующие 

результаты работы алгоритма: 

 

Видим, что когда оракул точный и детерминированный скорость сходимости тем больше, 

чем больше параметр p 
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Случай стохастического оракула с дисперсией 2 . Моделирование шума при 

вычислении градиента. 

 

Теперь смоделируем случайную ошибку при вычислении градиента. Задачи подобного 

рода могут встречаться на практике, когда вычисление точного градиента не удается или 

является дорогой операцией.  

 

Введем   1, ,
T

n   , 2(0, )i N   

И при вычислении градиента полагаем, что 'f Ax     
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Случай стохастического оракула с дисперсией 2 .  

Выигрыш от использования такой концепции заключается в том, чтобы не вычислять на 

каждом шаге градиент функции f Ax  , а вместо этого разыграть случайную величину  

1

2

1,

2,

, n

x

x

n x







 



   и в качестве градиента взять  -ый столбец матрицы  A


. 

Заметим, что матожидание от стохастического градиента равно настоящему градиенту 

 MA f Ax

  . 

Также при вычислении стохградиента можно провести эту операцию m раз и потом 

усреднить для понижения дисперсии в m . 

Если вычислять градиент точно, то сложность такой операции  2O n , а если использовать 

стох градиент, получим  O n . 

Значит на каждой итерации мы будем значительно выигрывать на вычислении градиента.  

Результат работы алгоритма 
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Случай неточного оракула. 

 

Пример 1.  

1 2e   . 

 

 

 

Пример 2. 

1 1e    

 

Видим, что промежуточный метод имеет преимущество, как и предсказывалось теорией и 

для решения конкретных задач иногда нужно подбирать значение p  и использовать его 
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     Заключение 

 

 Разработан метод SIGM, который может быть использован для решения выпуклых 

задач с композитной структурой и с неточным случайным оракулом. Этот метод имеет 

скорость сходимости 
2

1p

p

LR R
k

k k




 
   
 

. Также мы нашли верхние границы для 

больших отклонений ошибки метода   *

ky  , которая имеет такую же 

асимптотическую зависимость от k . 

Предложенный метод предоставляет несколько степеней свободы для его применения к 

прикладным задачам. 

 

1. В зависимости от связи между ошибкой оракула   и константы L мы можем выбрать             

число  1,2p  чтобы достичь оптимального компромисса между накапливаемой 

ошибкой и скоростью сходимости. 

2. Мы можем представить рандомизацию задачи если стохастический градиент дешевле 

получить чем настоящий. Так как скорость сходимости зависит от k -числа итераций, но 

не зависит от числа обращений к оракулу, мы можем использовать метод Монте-Карло и 

сгенерировать несколько реализаций стохастической аппроксимации градиента на каждой 

итерации. Это поможет уменьшить дисперсию стохастической аппроксимации с 2  до 

2 / m , где m  - число сгенерированных реализаций  ,G x  . 

3. Введение  , L  оракула позволяет использовать предложенный метод для решения 

негладких задач. Это показано в [7] где выпуклая негладкая функция  непрерывным 

субградиентом    
*

g x g y L x y


   ,  0,1v , может быть снабжена для любого 

0    , L  оракулом, где 
 
 

1

11

2 1

L
L L










 



 
  

 
. 

4. Так как метод использует общую проски-функцию и норму, мы можем выбирать их 

оптимальным образом в зависимости от геометрии задачи. Например, как мы это сделали 

в численном эксперименте. 

5. Метод позволяет решать задачи с композитной структурой такие как                  

 LASSO 
2

2 1
minAx b x   . 
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