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Исследована динамика вращательного движения спутника, движущегося в центральном
ньютоновом силовом поле по круговой орбите под действием гравитационного и постоянно-
го моментов. Предложен метод определения всех положений равновесия (равновесных ори-
ентаций) спутника в орбитальной системе координат при заданных значениях вектора посто-
янного момента и главных центральных моментов инерции, получены условия их существо-
вания. Проведена классификация областей с равным числом положений равновесия с
применением алгебраических методов построения дискриминантных гиперповерхностей.
Полученные в статье результаты могут быть использованы при создании гравитационных си-
стем управления ориентацией искусственных спутников Земли.
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Введение. Определение равновесных ориентаций искусственного спутника Земли, подвер-
женного действию внешних возмущающих моментов, представляет значительный интерес. Зна-
ние положений равновесия спутника позволяет конструировать достаточно простые пассивные
системы управления ориентацией. Важное свойство пассивных систем ориентации спутников
заключается в их возможности функционировать на орбите продолжительное время без расхо-
дования энергии и (или) рабочего тела. Среди пассивных систем ориентации большое распро-
странение получили гравитационные системы, принцип работы которых основан на том, что в
центральном ньютоновом поле сил спутник с неравными главными центральными моментами
инерции имеет на круговой орбите 24 положения равновесия, четыре из которых являются
устойчивыми [1–3]. Подробное рассмотрение динамики спутников с гравитационными систе-
мами ориентации представлено в [4].

Данная работа посвящена исследованию положений равновесия спутника, на который кроме
гравитационного момента действует постоянный в связанной со спутником системе координат
момент (далее постоянный момент), обусловленный, например, истечением газа или рабочего
тела из его корпуса. Влияние на спутник постоянного момента изменяет его ориентацию и мо-
жет вывести систему из рабочего положения равновесия. Поэтому очень важно исследовать вза-
имное влияние гравитационного и постоянного моментов на положения равновесия спутника
на круговой орбите.

Задаче определения положений равновесия спутника под действием гравитационного и по-
стоянного моментов посвящено много работ. В [5–7] показано, что влияние малого постоянного
момента на динамику спутника аналогично действию неконсервативного компонента аэродинами-
ческого момента. В [8] была показана возможность существования положений равновесия спутника
под действием гравитационного и постоянного моментов для некоторых частных случаев.

Общий случай задачи был впервые изучен в [9], где представлены результаты символьно-
численного исследования положений равновесия спутника, подверженного действию гравита-
ционного и постоянного моментов. Показано, что равновесия спутника определяются действи-
тельными корнями алгебраического уравнения шестой степени и возможно существование не
более 24 положений равновесия в орбитальной системе координат.
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В [10] с использованием подхода работы [9] был проведен детальный анализ эволюции обла-
стей существования различного числа положений равновесий спутника в пространстве парамет-
ров задачи. В [11, 12] была показана возможность применения методов компьютерной алгебры
для исследования свойств системы нелинейных алгебраических уравнений, определяющих по-
ложения равновесия спутника, подверженного действию гравитационного и постоянного мо-
ментов. С использованием алгоритмов построения базисов Гребнера [13] и понятия результанта
было получено более простое по сравнению с [9] алгебраическое уравнение, определяющее по-
ложения равновесия спутника и построена гиперповерхность, задающая области с равным чис-
лом положений равновесия.

В настоящей статье проводится подробное исследование положений равновесия спутника с
применением алгебраических методов, которые ранее успешно использовались для изучения
положений равновесия спутника-гиростата в [14].

В разд. 1 данной работы предложена постановка задачи, приведены уравнения вращательного
движения спутника под действием гравитационного и постоянного моментов. В разд. 2 рассмот-
рен метод определения положений равновесия спутника, основанный на алгоритмах компью-
терной алгебры. В разд. 3 проведено подробное исследование условий существования положе-
ний равновесия спутника. В разд. 4 приведены результаты исследования эволюции областей с
различным числом положений равновесий спутника в зависимости от трех безразмерных пара-
метров задачи.

1. Уравнения движения. Рассмотрим движение спутника по круговой орбите. Пусть на спут-
ник, кроме гравитационного момента, действует постоянный момент, обусловленный, напри-
мер, истечением газа из корпуса спутника. Для записи уравнений движения введем две правые
прямоугольные системы координат с началом в центре масс O спутника. Орбитальную систему
координат – OXYZ, ось OZ которой направлена вдоль радиуса-вектора, соединяющего центры
масс Земли и спутника; ось OX – вдоль вектора линейной скорости центра масс O спутника. То-
гда ось OY будет направлена вдоль нормали к плоскости орбиты. Связанную со спутником систе-
му координат – Oxyz; здесь Ox, Oy, Oz – главные центральные оси инерции спутника.

Определим ориентацию системы координат Oxyz относительно орбитальной системы коор-
динат с использованием самолетных углов тангажа α, рыскания β и крена . Направляющие ко-
синусы осей Ox, Oy, Oz в орбитальной системе координат выражаются через самолетные углы с
помощью соотношений [4]:

(1.1)

При малых колебаниях спутника углу тангажа соответствует поворот вокруг оси OY, углу рыска-
ния – поворот вокруг оси OZ, углу крена – поворот вокруг оси OX.

Тогда уравнения движения спутника относительно центра масс запишутся в виде [4, 9]
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(1.3)

В уравнениях (1.2), (1.3)  – главные центральные моменты инерции спутника; ,
 – проекции абсолютной угловой скорости спутника и проекции вектора постоянного мо-

мента на оси ;  – угловая скорость движения центра масс спутника по круговой ор-
бите. Точкой обозначено дифференцирование по времени .

2. Положения равновесия спутника. Введем обозначения , ,

Положив в (1.2) и (1.3)   , получим при 
и введенных выше обозначениях следующие уравнения

(2.1)

позволяющие определить положения равновесия спутника в орбитальной системе координат. С
учетом (1.1) систему (2.1) можно рассматривать как систему трех уравнений с неизвестными

 Другой способ замыкания уравнений (2.1) заключается в добавлении условий ортого-
нальности направляющих косинусов (1.1)

(2.2)

Уравнения (2.1) и (2.2) образуют замкнутую алгебраическую систему уравнений относительно
шести направляющих косинусов, определяющих положения равновесия спутника. Для этой си-
стемы уравнений ставится следующая задача: при заданных  требуется определить все де-
вять направляющих косинусов, т.е. все положения равновесия спутника в орбитальной системе
координат. После нахождения шести направляющих косинусов  остав-
шиеся направляющие косинусы  можно определить из условий ортогональности.
Следует отметить, что для любой заданной ориентации спутника всегда существуют такие  и 
что эта ориентация является положением равновесия.

В [9] было показано, что система (2.1) с использованием выражений направляющих косину-
сов через самолетные углы (1.1) и понятия результанта может быть сведена к одному алгебраиче-
скому уравнению шестой степени от одной неизвестной с коэффициентами, представляющими
собой полиномы от трех безразмерных параметров задачи  и . Было доказано, что каждому
корню полученного алгебраического уравнения соответствуют четыре равновесные ориентации
спутника и соответственно для спутника с заданными  и  на круговой орбите существуют не
более 24 положений равновесия в орбитальной системе координат. В [10] с использованием под-
хода работы [9] были рассмотрены частные случаи задачи, когда вектор постоянного момента
параллелен одной из главных центральных осей инерции спутника (например,  и
когда две проекции вектора постоянного момента равны . В общем случае был про-
веден подробный анализ эволюции областей существования различного числа положений рав-
новесий спутника в пространстве параметров задачи.

Настоящая работа является продолжением статьи [11], где с применением методов компью-
терной алгебры было проведено исследование свойств системы алгебраических уравнений (2.1),
(2.2) и построена гиперповерхность, задающая области с равным числом положений равновесия
спутника.

В предлагаемой статье главное внимание уделено исследованию условий существования раз-
личного числа положений равновесия спутника.

Следуя [11], рассмотрим подробнее системы (2.1) и (2.2), которые образуют замкнутую алгеб-
раическую систему уравнений относительно шести неизвестных направляющих косинусов,
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определяющих положения равновесия спутника. Решение системы (2.1) и (2.2) можно получить,
используя алгоритм построения базисов Гребнера [13] с применением системы символьных вы-
числений Maple [15]. Метод построения базисов Гребнера представляет собой алгоритмическую
процедуру для полного приведения задачи в случае полиномов многих переменных к рассмотре-
нию полинома одной переменной. Возможность применения алгоритмов построения базисов
Гребнера для решения системы (2.1) и (2.2) впервые была показана в работах [9, 12].

Применяя систему символьных вычислений Maple, построим базис Гребнера полиномов (2.1) и
(2.2) относительно упорядочения по полной степени переменных, выпишем полиномы из бази-
са Гребнера, зависящие только от четырех переменных :

(2.3)

Построив теперь базис Гребнера системы полиномов (2.3) относительно лексикографическо-
го упорядочения переменных, получим алгебраическое уравнение шестого порядка относитель-
но только одной переменной :

(2.4)
где

Уравнение (2.4) с использованием метода построения базисов Гребнера получено впервые. В [11]
система (2.1) и (2.2) с применением другого порядка лексикографического упорядочения при
построении базиса Гребнера была приведена к более простому по сравнению с (2.4) уравнению
шестого порядка относительно переменной . Однако для проведения исследования равновес-
ных решений удобнее использовать уравнение (2.4) относительно переменной . В [9] система (2.1)
с использованием выражений направляющих косинусов через самолетные углы (1.1) была при-
ведена к более сложному по сравнению с (2.4) алгебраическому уравнению шестого порядка от-
носительно переменной .

Уравнение (2.4) совместно с (2.1) и (2.3) позволяет определить все положения равновесия
спутника, подверженного действию гравитационного и постоянного моментов. Отметим, что
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значно определяются из условий ортогональности направляющих косинусов. Из приведенных
рассуждений следует, что спутник на круговой орбите под действием гравитационного и посто-
янного момента в общем случае  может иметь не более 24 положений рав-
новесия.

Анализ частных случаев задачи, когда вектор постоянного момента параллелен одной из глав-
ных центральных осей инерции спутника (например, , проводился в [9]. Случай,
когда две проекции вектора постоянного момента равны по величине и отличны от нуля
( ), подробно рассмотрен в работе [10].

3. Условия существования положений равновесия спутника. Уравнения (2.1)–(2.4) позволяют
определить все положения равновесия спутника, подверженного действию гравитационного и
постоянного моментов, при заданных значениях безразмерных параметров задачи  и .

При исследовании положений равновесия спутника ставится задача определения в простран-
стве параметров областей с одинаковым числом вещественных корней уравнения (2.4). Для вы-
деления в пространстве параметров областей с одинаковым числом вещественных корней вос-
пользуемся теоремой Меймана [16], из которой следует, что разбиение пространства параметров
на области с одинаковым числом вещественных корней определяется дискриминантной гипер-
поверхностью. В нашем случае дискриминантная гиперповерхность задается дискриминантом
многочлена (2.4). Эта гиперповерхность содержит компоненту коразмерности 1, которая являет-
ся границей областей с одинаковым числом вещественных корней. Множество особых точек
дискриминантной гиперповерхности в пространстве параметров  и  задается следующей
системой алгебраических уравнений:

(3.1)

Символом “штрих” обозначено дифференцирование по переменной .
Исключим переменную  из системы (3.1) путем вычисления определителя матрицы резуль-

танта уравнений (3.1) с помощью символьных матричных функций системы Maple и получим в
результате алгебраическое уравнение дискриминантной гиперповерхности в следующем виде:

(3.2)

Здесь  и  – полиномы 9-й и 10-й степени соответственно относительно  Поли-
ном  имеет вид

(3.3)

где

 имеет следующий вид:

(3.4)
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где

Теперь мы должны проверить, как изменяется число равновесий при пересечении одной из
поверхностей (3.2). Это можно сделать численно, определив число равновесий в одной точке из
каждой области  и  в пространстве параметров  и .

Численный анализ показал, что только поверхность  разделяет области с различ-
ным числом действительных корней уравнения (2.4). При пересечении границ поверхности

 смены числа действительных корней уравнения (2.4) не происходит. Случай 
аналогичен случаю  и отдельно был рассмотрен в [10].
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4. Исследование положений равновесия спутника. Уравнения (2.3) и (2.4) совместно с систе-
мой (2.1), (2.2) позволяют определить все положения равновесия спутника при заданных значе-
ниях компонент вектора постоянного момента. Для исследования эволюции областей существо-
вания различного числа положений равновесия в зависимости от величины модуля вектора по-
стоянного момента в пространстве безразмерных параметров  и  проведем подробный
анализ поверхности . Области изменения параметров  ограничены следующи-
ми неравенствами [9]:

(4.1)
Из вида коэффициентов уравнения (2.4) следует, что параметры  и  входят в них симмет-

рично. В слагаемых коэффициентов  можно выделить сомножитель  таким образом, что
 и  будут входить в выражения коэффициентов только в четных степенях, поэтому замена

 приведет к симметричному повороту области распределения числа равновесных реше-
ний относительно либо оси , либо оси . Поэтому для численного исследования корней урав-
нения (2.4) достаточно рассмотреть область изменения параметров, ограниченную первым нера-
венством (4.1) и неравенствами

(4.2)
тогда в плоскости  при фиксированной величине  в силу симметрии можно ограничиться
значениями параметров в секторе, ограниченном прямыми  и  На диагонали квадрата

 при  существует дополнительное ограничение  Зависимость числа дей-
ствительных решений уравнения (2.4) от параметров определялась с учетом указанных ограни-
чений, причем некоторые результаты классификации распределения числа действительных кор-
ней от величины параметров в области (4.1), (4.2) из работы [10] применялись для данного иссле-
дования.

Результаты численно-аналитического анализа свойств и формы дискриминантной гиперпо-
верхности  наряду с непосредственным определением числа положений равновесия
внутри куба (4.2), представляющие собой двухмерные сечения поверхности в плоскости 
при фиксированном значении параметра , приведены ниже. Было определено, что большая
часть областей с заданным числом положений равновесия образуются или исчезают на диагона-
ли  квадрата . Значения параметра , при которых происходит качественное
изменение формы, взаимного расположения и числа областей с заданным числом положений
равновесия, определим как бифуркационные. Часть бифуркационных значений параметра  бы-
ла найдена аналитически при рассмотрении частных случаев задачи [10], другая часть получена
численно. Результаты вычислений бифуркационных значений параметра  представлены в таблице,
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Бифуркационные значения 

a 24 16 8 0
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– 2 точки 1 область 1 область

–3/2 – 2 области 2 области 1 область
– 3 области 2 области 1 область
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2 области 9 областей 2 области 1 область
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2 точки
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2 точки

–35/39 – 5 областей 4 области 3 области
–2/3 – 5 областей 2 области 1 область

2 точки
–1/2 2 области 6 областей 2 области 1 область

1 область 4 области 2 области 1 область
0 1 область 4 области 1 область 1 область
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− +( 25 73) 12
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где указано число областей либо отдельных точек с фиксированным числом равновесий для каж-
дого бифуркационного значения параметра.

На рис. 1–8 показаны результаты распределения областей с равным числом положений рав-
новесия в случаях, когда происходит существенное изменение их характеристик. Классифика-
ция распределений была выполнена для значений  из диапазона  так как замена

 приведет к симметричному повороту области распределения числа равновесных реше-
ний относительно диагонали , осей  и . На рисунках изображены области с фиксирован-
ным числом положений равновесия в плоскости  (здесь  – вертикальная ось,  – горизон-
тальная ось), а границы областей представляют собой сечения поверхности  плоско-
стью . На рисунках обозначены области, в которых существуют 24, 16, 8 положений
равновесия, и области, в которых равновесия не существуют (символ 0).

Первое бифуркационное значение . В этом случае существуют 4 равновесия при
. В интервале  существует только одна область с числом равно-

весий, равным 8. Второе бифуркационное значение  (рис. 1). При
этом значении существует область с числом равновесий, равным 8, и появляются две точки, где
существуют 16 равновесий. В интервале  существует одна область с
числом равновесий, равным 8, и одна область с числом равновесий, равным 16. При значении

 существуют две области с числом равновесий, равным 8, и две области с числом равно-
весий, равным 16. Эти области пересекаются в точке  (рис. 2). При значении

 на диагонали  появляются две новые области с числом равновесий, рав-
ным 16. В следующей точке бифуркации  появляются четыре области с числом равнове-
сий, равным 24. При значении  (рис. 3) существуют две области с числом равновесий, рав-
ным 24, девять областей с числом равновесий, равным 16, две области с числом равновесий, рав-
ным 8, и появляются две отдельные точки на диагонали  с числом равновесий, равным
8, в окрестности которых при дальнейшем увеличении параметра  до значения  возни-
кают две области с числом равновесий, равным 8, и две смежные с ними области, где равновесия
не существуют. На рис. 3 в центре области с числом равновесий, равным 16, и в углах квадрата
более светлой линией показаны границы пересечения плоскости  с поверхностью
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, при пересечении которых не происходит смены числа действительных корней
уравнения (2.4).

При значении  (рис. 4) две области, где равновесий не существует, стягиваются в точ-
ки при . При бифуркационном значении  (рис. 5) две области с числом рав-
новесий, равным 24, сливаются в одну большую центральную область, пример которой изобра-
жен на рис. 6 для значения , количество областей с числом равновесий, равным 16,

=1( , , ) 0P a b c

= − 2 3a
= = ± 2 3b c = −1 2a

= −0.495a

Рис. 3. Области для 
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при этом равно шести. Далее, при значении  количество областей с чис-
лом равновесий, равным 16, уменьшается с шести до четырех (рис. 7).

При  (рис. 8) количество областей с числом равновесий, равным 8, уменьшается с двух
до одной, количество областей с числом равновесий, равным 16, равно четырем, и в итоге мы
имеем одну симметричную область в центре рисунка в форме квадрата с числом равновесий, рав-
ным 24, и одну область, где равновесий не существует. Для положительных значений параметра

= − ≈ −(2 22) 6 0.448a

= 0a
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 рисунки, аналогичные рис. 1–8, получаются путем их зеркального отражения относительно
оси  на  либо оси  на .

Исследование устойчивости положений равновесия спутника под действием гравитационно-
го и постоянного моментов, так же как в случае учета непотенциальной компоненты аэродина-
мического момента [7], приводит к характеристическому уравнению

(4.3)

a
b −b c −c

λ + λ + λ + λ + λ + λ + =6 5 4 3 2
0 1 2 3 4 5 6 0a a a a a a a

Рис. 7. Области для 
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с . Если при этом  и (или) , то исследуемое положение равновесия неустойчиво.
Добившись выполнения условий , можно надеяться на выполнение необходимых
условий устойчивости. Такое исследование было проведено в [17]. Введение достаточного по ве-
личине диссипативного момента позволяет обеспечить асимптотическую устойчивость положе-
ния равновесия спутника.

Заключение. В настоящей работе проведено исследование вращательного движения спутника
относительно центра масс на круговой орбите под действием гравитационного и постоянного
моментов. Главное внимание уделено исследованию положений равновесия спутника. Предло-
жен новый алгебраический метод (основанный на построении базиса Гребнера) определения
всех положений равновесия спутника в орбитальной системе координат при заданных значени-
ях вектора постоянного момента в общем случае, когда , получены условия их
существования. Проведена классификация двумерных сечений областей с равным числом поло-
жений равновесия с использованием алгебраических методов построения дискриминантных ги-
перповерхностей и выполнен детальный анализ эволюции областей существования различного
числа положений равновесия в плоскости параметров  и  при бифуркационных значениях па-
раметра . Показано существование областей с 24, 16, 8 и 0 равновесных ориентаций спутника
на круговой орбите при различных параметрах задачи.

Полученные результаты могут быть использованы на этапе предварительного проектирова-
ния гравитационных систем управления ориентацией спутника и позволят провести моделиро-
вание влияния возмущающего постоянного момента на его ориентацию.
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