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1 Введение

На текущий момент нефть и газ считаются без преувеличения самыми полезны-

ми и ценными ресурсами, на которые приходится около 60% потребляемой энергии.

Несмотря на активное развитие альтернативных источников энергии(геотермальные,

ветряные, солнечные, гидроэнергетические, биотопливные), традиционные будут

иметь огромное значение для мировой экономике и в ближайшем будущем. Вместе с

тем нефтегазовая промышленность сталкивается с известной проблемой истощения

месторождений, а разработка новых связана с колоссальными затратами и высоки-

ми рисками. Поэтому возникает задача проведения качественных и эффективных

геологоразведочных мероприятий.

Одним из основных инструментов геологоразведочных работ являются сейсми-

ческие исследования, а математическое моделирование давно стало их неотъемлемой

частью. Методы компьютерного моделирования позволяют получить важные для

практики выводы о том, какие особенности и признаки полезно искать на получен-

ных в ходе исследования того или иного геологического объекта реальных сейсмоза-

писях. Вопрос об обнаружения залегающих на большой глубине кластеров трещин,

содержащих нефте- и газопродукты, и ведёт к теме данной работы. В работах [1, 2]

подробно описана значимость исследования таких трещиноватых сред, а также воз-

никающие при этом проблемы.

Для моделирования сейсмических процессов в геологических средах существует

множество различных численных методов (метод конечных разностей, метод конеч-

ных элементов, метод Галёркина и др.) [4, 5, 3]. При этом самые эффективные методы

должны учитывать характеристические свойства систем уравнений гиперболическо-

го типа, которыми такие процессы описываются. Это необходимо для учёта физики

задачи, построения корректных алгоритмов на границах области интегрирования и

раздела сред, на поверхностях трещин. Одним из таких методов является сеточно-

характеристический метод, который применялся в настоящей работе.

Сеточно-характеристический метод, или обратный метод характеристик, явля-

ется усовершенствованием [6, 7] прямого метода характеристик [8]. Прямой метод

подробно описан в одномерном случае в работе [9], позднее было проведено его обоб-

щение и на многомерный [10]. Изначально сеточно-характеристический метод приме-

нялся для задач газовой динамики [11]. К задачам механики деформируемого твёр-
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дого тела он был адаптирован лишь в 80–х гг. XX века [12, 13]. Для описания сейсми-

ческого поля сначала метод использовался на неструктурных треугольных сетках. В

работе [14] с его помощью в двумерной постановке проведено численное моделирова-

ние сейсмических откликов в многослойной среде, позже метод был доработан для

двухмерных расчётов при наличии флюидонасыщенной трещины в однородной среде

[15]. Эффекты слоистости и трещиноватости объединялись в [16], также в 2D случае.

В [17] исследовалось рассеяние волн от кластера пустых и заполненных трещин. В

этой работе были также проведены тестовые расчёты в трёхмерной постановке на

неструктурных тетраэдральных сетках, адаптация метода для которых описана в

[18]. Отметим, что проведение полноволновых трёхмерных расчётов затруднено вы-

сокой вычислительной сложностью таких задач, преодолеть которую не всегда уда-

ётся даже с применением технологий распараллеливания и распределённых систем.

Предложенный в работе [19] сеточно-характеристический метод на гексаэдральных

сетках значительно увеличивает скорость расчётов. С помощью него авторам уда-

лось провести моделирование распространения упругих волн в трёхмерной однород-

ной среде, содержащей кластер трещин, и размеры которой соответствовали реально

исследуемым геологическим объектам.

Целью данной работы ставилось совмещение трещиноватости и слоистости сре-

ды в трёхмерном случае при моделировании распространения упругих волн.
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2 Постановка задачи

Моделируемая область представляла из себя трёхмерный куб, длина и ширина

которого были равны 10 км, а высота – 3 км. Среда состояла из 5 слоёв с различны-

ми упругими свойствами. Высота и другие параметры каждого из слоёв приведены

в таблице 1. В работе рассматривались различные формы границ между ними: гори-

зонтальные, наклонные и криволинейный. Плотность считалась постоянной во всей

модели и равнялась 2500 кг/м3. В пятом слое, на глубине 2000 км, вдоль оси OX

располагался кластер из 31 субвертикальной трещины с интервалом 100 м между

ними. Угол наклона составлял −5 градусов с осью OZ. Согласно [16] в геологии вы-

деляют несколько категорий трещин в зависимости от их раскрытости и размеров.

В исследуемой модели протяжённость каждой трещины равнялась 3 км, высота –

100 м, что относит их к категории макротрещин. В качестве заполнителя был вы-

бран флюид, как самый часто встречающийся в решаемых на практике задачах. Ему

могут соответствовать вода, нефть, сжиженный газ и т. д. Изображение моделиру-

емого вмещающего массива приведено на Рис. 1. Отметим, что в силу особенностей

формирования осадочных пород и физических процессов на глубине расположения

трещиноватой кластера, такая субвертикальная ориентация трещин является харак-

терной для геологических объектов [3, 1]. Равно как и описание среды в виде после-

довательности слоёв с горизонтальными или субгоризонтальными границами.

Рис. 1: Изображение моделируемой среды



– 6 –

Таблица 1: Упругие параметры слоёв, образующих расчетную область

Номер слоя Толщина слоя, м Скорость продоль-

ных волн, м/с

Скорость попереч-

ных волн, м/с

1 500 3500 1750

2 1000 4500 2250

3 300 5000 2500

4 100 4000 2000

5 1100 5500 2750

Для проведения численных расчётов в описанной общей трёхмерной модели сна-

чала строилась параллелепипедная сетка, отдельно для каждого слоя. Шаг сетки со-

ставлял 20 м вдоль осей OX и OY и 10 м вдоль OZ. Таким образом она содержала 75

млн. узлов. Затем, в случае наличия в слое негоризонтальной границы или кластера

трещин, сетка преобразовывалась в гексаэдральную согласно [19]. Учёт трещинова-

тости проводился в приближении бесконечно тонкой трещины. По обе стороны от

плоскости каждой трещины выделялись ближайшие узлы, которые составляли её

левый и правый борт. В процессе расчётов на бортах производилась корректировка

значений исходя из физических условий. Такой подход позволяет не решать уравне-

ния акустики внутри всех трещин, а его применимость и корректность показана в

работах [20, 16, 21].

Источником возмущения при моделировании являлась плоская волна длиной 150

м, распространяющаяся с глубины 200 м вертикально вниз вдоль оси OZ (Рис. 2).

Рис. 2: Состояние среды в начальный момент времени
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3 Математическая модель

3.1 Уравнения механики деформируемого твёрдого тела

Для описания динамических процессов использовалась математическая модель

линейно-упругого изотропного тела. Бесконечно малый объём такой среды описыва-

ется системой уравнений [22, 23]:

ρ
∂vi
∂t

=
∂σij
∂xj

,

∂σij
∂t

= qijkl
∂εkl
∂t

,

qijkl = λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk),

(3.1)

где ρ – плотность среды, vi – компоненты скорости среды, σij – тензор напряже-

ний Коши, x – координата, q – тензор четвёртого порядка, определяющий реологию

среды, ε – тензор деформаций, δ – символ Кронекера, λ и µ – упругие параметры

Ламе.

Данную систему можно переписать в координатном представлении. В трёхмер-

ном случае и декартовых координатах она принимает вид:

ρ
∂vx
∂t

=
∂σxx
∂x

+
∂σxy
∂y

+
∂σxz
∂z

,

ρ
∂vy
∂t

=
∂σyx
∂x

+
∂σyy
∂y

+
∂σyz
∂z

,

ρ
∂vz
∂t

=
∂σzx
∂x

+
∂σzy
∂y

+
∂σzz
∂z

,

∂σxx
∂t

= (λ+ 2µ)
∂vx
∂x

+ λ(
∂vy
∂y

+
∂vz
∂z

),

∂σyy
∂t

= (λ+ 2µ)
∂vy
∂y

+ λ(
∂vx
∂x

+
∂vz
∂z

),

∂σzz
∂t

= (λ+ 2µ)
∂vz
∂z

+ λ(
∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

),

∂σxy
∂t

= µ(
∂vx
∂y

+
∂vy
∂x

),

∂σxz
∂t

= µ(
∂vx
∂z

+
∂vz
∂x

),

∂σyz
∂t

= µ(
∂vy
∂z

+
∂vz
∂y

)

В вычислительной математике используется другая, каноническая, форма за-

писи уравнений (3.1). Введя новое обозначение вектора искомых функций u =
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(
vx, vy, vz, σxx, σyy, σzz, σxy, σxz, σyz

)T
, получим матричную форму записи

системы дифференциальных уравнений гиперболического типа:

∂u

∂t
+ Ax

∂u

∂x
+ Ay

∂u

∂y
+ Az

∂u

∂z
= 0 (3.2)

Здесь Ax, Ay и Az —матрицы размера 9×9. В декартовых координатах их вид:

Ax =



0 0 0 −1
p

0 0 0 0 0

0 0 0 0 −1
p

0 0 0 0

0 0 0 0 0 −1
p

0 0 0

−(λ+ 2µ) 0 0 0 0 0 0 0 0

0 −µ 0 0 0 0 0 0 0

0 0 −µ 0 0 0 0 0 0

−λ 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

−λ 0 0 0 0 0 0 0 0



,

Ay =



0 0 0 0 −1
p

0 0 0 0

0 0 0 0 0 −1
p

0 0 0

0 0 0 0 0 0 −1
p

0 0

0 −λ 0 0 0 0 0 0 0

−µ 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 −(λ+ 2µ) 0 0 0 0 0 0 0

0 0 −µ 0 0 0 0 0 0

0 −λ 0 0 0 0 0 0 0



,

Az =



0 0 0 0 −1
p

0 0 0 0

0 0 0 0 0 −1
p

0 0 0

0 0 0 0 0 0 −1
p

0 0

0 0 −λ 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

−µ 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 −λ 0 0 0 0 0 0

0 −µ 0 0 0 0 0 0 0

0 0 −(λ+ 2µ) 0 0 0 0 0 0
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3.2 Граничные условия

Внутренняя область каждого из слоёв, кроме слоя содержащего кластер трещин,

является однородной изотропной средой, и в них решается система уравнений (3.2).

Остальные узлы можно разбить на следующие группы:

• Узлы, принадлежащие верхней границе интегрирования

• Узлы, принадлежащие нижней и боковым границам интегрирования

• Узлы, принадлежащие границе различных слоёв

• Узлы, описывающие борта трещин

• Оставшиеся узлы слоя с трещинами

В узлах последней группы так же лишь решается система (3.2). Во всех граничных

точках требуется корректировка значений тензора напряжений и вектора скорости

в соответствии с теми или иными физическими соображениями.

На границе двух различных слоёв ставится условие полного слипания, которое

обеспечивает непрерывность вектора скорости и выполнение третьего закона Нью-

тона. Математически эти условия выражаются следующими уравнениями:

v = v′, σnn = σ′nn, σnτ = σ′nτ ,

где σnn и σnn – нормальные и касательные компоненты тензора напряжений, а n –

нормаль к границе. Штрихи обозначают переменные другого контактирующего слоя.

Так как в процессе сейсморазведки геологическая среда ничем не ограничена, на

нижней и боковых границах ставится условие поглощения, которое позволяет упру-

гим волнам свободно проходит через них, не образуя отражённых. На поверхности

среды же ставится условие нулевой приложенной силы (так называемая дневная по-

верхность):

σxz = σyz = σzz = 0.

Для моделирования флюидонасыщенных трещин на их бортах ставится условие

свободного скольжения вдоль плоскости трещин. При этом на границе совпадают
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нормальные компоненты вектора скорости, тангенциальные компоненты сил равны

нулю, а нормальные компенсируют друг друга:

vn = v′n, fn = f ′n, fτ = f ′τ .

Здесь вектор n – нормаль к поверхности наклонных трещин. С постановкой гранич-

ных условий для различных типов трещин подробнее можно ознакомиться, напри-

мер, в [24].
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4 Численный метод

Так как в общем случае невозможно получить аналитическое решение системы

уравнений (3.2), необходимо применять численные методы для её приближённого

решения. Как уже было сказано, в работе использовался сеточно-характеристиче-

ский метод на параллелепипедных и криволинейных гексаэдральных сетках. Ниже

описываются основные моменты данного метода и приводятся некоторые формулы.

Подробный же вывод всех представленных соотношений можно найти в работе [25].

4.1 Метод расщепления по координатам

Сеточно-характеристический метод допускает использование метода расщепле-

ния по пространственным координатам для решения трёхмерных задач. На первом

этапе система (3.2) распадается на три одномерных системы:

∂u

∂t
+ Ai

∂u

∂xi
= 0, i = 1, 2, 3. (4.1)

Допустим, построены разностные схемы для их решения. Отождествляя одно-

мерную схему перехода с одного временного слоя на другой с действием оператора

f , получим:

un+1 = fi(Ai)u
n.

Затем на основе операторов для одномерных задач строится оператор перехода для

исходной трёхмерной задачи (3.2) [26, 27]:

F (A1, A2, A3) = f3(A3)f2(A2)f1(A1).

4.2 Решение одномерной системы уравнений гиперболиче-

ского типа

В следствие того, что каждая из трёх систем (4.1) является гиперболической,

имеются полные наборы собственных векторов с действительными собственными

значениями. Обозначая матрицы, составленные из собственных векторов за Ωi, а

диагональные матрицы из собственных значений за Λi, получаем запись уравнений

в виде:
∂u

∂t
+ Ω−1i ΛiΩi

∂u

∂xi
= 0. (4.2)
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Все матрицы Λi при этом имеют единый вид:

Λi = diag{cp,−cp, cs,−cs, cs,−cs, 0, 0, 0},

где cp =
√

λ+2µ
ρ
, cs =

√
µ
ρ
– продольная и поперечная скорости в среде соответственно.

Умножая уравнения (4.2) слева на Ωi:

∂(Ωiu)

∂t
+ Λi

∂(Ωiu)

xi
= 0

и переходя к инвариантам Римана v = Ωiu, получаем три системы вида:

∂v

∂t
+ Λi

∂v

∂xi
= 0,

каждая из которых затем распадается на девять скалярных уравнений переноса:

∂vj
∂t

+ λj
∂vj
x

= 0, j = 1 . . . 9.

Затем данные одномерные уравнения переноса решаются конечно-разностными схе-

мами на основе метода характеристик. После того, как все компоненты v перенесены

из предыдущего временного слоя, можно обратно перейти от инвариантов Римана к

исходным переменным:

un+1 = Ω−1vn+1.

В настоящей работе для решения одномерных уравнений переноса использова-

лась схема четвёртого порядка точности по пространству [28]:

vn+1
m = vnm − σ(∆1 − σ(∆2 − σ(∆3 − σ∆4)))

∆1 =
1

24
(−2vnm+2 + 16vnm+1 − 16vnm−1 + 2vnm−2)

∆2 =
1

24
(−vnm+2 + 16vnm+1 − 30vnm + 16vnm−1 − vnm−2)

∆3 =
1

24
(2vnm+2 − 4vnm+1 + 4vnm − 2vnm−2)

∆4 =
1

24
(vnm+2 − 4vnm+1 + 6vnm − 4vnm−1 + vnm−2).

Здесь σ = cτ
h

– число Куранта.
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5 Результаты

Математическая модель и численный метод, описанные выше, реализованы в

программном комплексе, развиваемом на кафедре информатики и вычислительной

математики МФТИ. В силу высокой вычислительной сложности решаемой задачи,

используется параллелизация алгоритма на основе технологии MPI. Все расчёты

проводились на супер-ЭВМ, обладающей 30 процессорными ядрами и оперативной

памятью объёмом 128 Гб. При данных условиях, продолжительность одного расчёта

составляла порядка 10 часов.

В ходе расчётов для каждого узла сетки записывался модуль вектора скорости

смещения. С помощью программы Paraview по этим данным строились волновые

картины. Однако, на практике нет возможности получить такие данные для всего

геологического объекта, поэтому анализируется сигнал на поверхности. При прове-

дении сейсморазведочных работ всё чаще используются трёхкомпонентные датчи-

ки(сейсмометры) [29]. Поэтому, с помощью программы Seismograph [30], в качестве

результатов моделирования также строились по отдельным компонентам вектора

скорости волновые поля на дневной поверхности в виде сейсмограмм.

5.1 Модель 1

Первая из построенных моделей являлась не слоистой, а однородной средой с

кластером трещин. Она имела тестовый характер и рассматривалась с целью на-

глядно получить волновой отклик только от системы трещин и иметь сейсмограммы

для сравнения с другими моделями. На Рис. 3 изображены волновые картины для

модели номер 1 после прохождения начального возмущения через систему трещин и

в момент времени, когда рассеянные волны, отражённые от трещиноватого кластера,

достигли дневной поверхности. Можно отметить, что фронт возмущений в последнем

случае соответствует форме рассматриваемого кластера.

На Рис. 4 представлены сейсмограммы, записанные по компонентам вектора

скорости на поверхности среды. Видно образование как продольных колебаний на

компоненте vz, так и поперечных колебаний на компоненте vx. При регистрации ком-

поненты vy отмечается нулевой уровень полезных сигналов, поэтому далее её записи

не приводятся.



– 14 –

а) t = 0.60 с

б) t = 0.97 с

Рис. 3: Волновые картины для модели 1
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а) vx б) vy

б) vz

Рис. 4: Сейсмограммы, построенные по компонентам вектора смещения для модели 1

5.2 Модель 2

1

2

3

4
5

Рис. 5: Схематичное изображение модели 2 в сечении плоскостью OXZ

Модель номер 2 представляла из себя уже слоистую среду с горизонтальны-

ми границами (см. Рис. 5). На волновой картине (Рис. 6) добавляются многократно

отражённые от границ между слоями и от дневной поверхности волны. Глядя на сей-

смограммы (Рис. 7), можно заметить, что в случае слоистой среды полезный сигнал

от трещиноватого кластера полностью замаскирован кратными волнами на записях,
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построенных по вертикальной компоненте вектора скорости. Однако, на поверхност-

ном волновом поле, построенном по горизонтальной компоненте, эти кратные волны

отсутствуют. Данный факт является следствием того, что при нормальном падении

плоской продольной волны на границу раздела упругих сред коэффициент отраже-

ния P-S равен нулю, и не возникает обменной волны, имеющей горизонтальную со-

ставляющую. Таким образом, прямым численным расчётом показано преимущество

регистрации горизонтальной компоненты скорости смещения для плоскопараллель-

ных трещиноватых сред.

Рис. 6: Волновая картина для модели 2, t = 0.60 с

а) vx б) vz

Рис. 7: Сейсмограммы, построенные по компонентам вектора смещения для модели 2
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5.3 Модель 3

1

2

3

4
5

Рис. 8: Схематичное изображение модели 3 в сечении плоскостью OXZ

В третьей модели граница между слоями 1 и 2 заменялась на наклонённую под

углом 0.6◦ плоскость, задаваемую уравнением:

Z = −0.01X − 450.

Волновая картина для данной модели представлена на Рис. 9, где наблюдает-

ся множество наклонных волновых фронтов, образованных отражением от такого

контакта между слоями.

Рис. 9: Волновая картина для модели 3, t = 0.54 с

Глядя на сейсмограмму, построенную по компоненте vx, приходим к выводу, что

и в случае наклонной границы выявляются рассеянные от системы трещин волны.
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Рис. 10: Сейсмограмма, построенная по горизонтальной компоненте вектора смещения vx для мо-

дели 3

5.4 Модель 4

1

2

3

4
5

Рис. 11: Схематичное изображение модели 4 в сечении плоскостью OXZ

Модель номер 4 строилась на основе модели номер 2 с помощью замены границы

между вторым и третьим слоем на синусоиду:

Z = −1500− 50 cos
πX

1000

Результаты расчётов приведены на Рис. 12-13.
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Рис. 12: Волновая картина для модели 4, t = 0.66 с

Рис. 13: Сейсмограмма, построенная по горизонтальной компоненте вектора смещения vx для мо-

дели 4

5.5 Модель 5

1

2

3

4
5

Рис. 14: Схематичное изображение модели 5 в сечении плоскостью OXZ

Наконец, в последней модели среды совмещались наклонная граница из моде-
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ли номер 3 и криволинейная из модели номер 4. На Рис. 15 представлена волновая

картина, а на Рис. 16 поверхностное волновое поле, построенное по всё той же гори-

зонтальной компоненте вектора скорости смещения vx. Как и ожидалось, в данном

случае наблюдался наиболее сложная картина. На сейсмограмме можно отметить

следующие сигналы: в момент времени t ≈ 0.25 с приходит волна, отражённая от

наклонной границы; далее, при t ≈ 0.6 с – отражённая от криволинейной границы

волна; в интервале t ≈ 0.6–1.3 с, как и на картине для модели 4, рассеянная от трещи-

новатой структуры компонента видна неотчётливо, а основной сигнал, приходящий

от системы трещин в интервале t ≈ 1.4–1.6 с, явно выделяется.

Рис. 15: Волновая картина для модели 5, t = 0.62 с

Рис. 16: Сейсмограмма, построенная по горизонтальной компоненте вектора скорости смещения vx

для модели 5
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6 Заключение

В данной работе проведено моделирование распространения упругих волн в

трёхмерных средах, содержащих неоднородность в виде трещиноватого массива. А

точнее исследовался рассеянный от системы флюидонасыщенных трещин сигнал в

условиях, когда среда представляла из себя последовательность однородных слоёв

с различными параметрами упругости. Был разработан ряд моделей с различной

формой границ между слоями, и построены для них расчётные сетки. Для описания

динамические процессов в моделях использовалась система уравнений гиперболиче-

ского типа линейно упругого тела, которая численно решалась с помощью сеточно-

характеристического метода.

В ходе расчётов на поверхности среды регистрировались три компоненты век-

тора скорости смещения в каждый момент времени. По полученным таким образом

данным были построены поверхностные волновые картины в виде сейсмограмм. Их

анализ показал, что регистрация горизонтальной составляющей позволяет выделить

отражённый от кластера трещин сигнал как в случае плоскопараллельных, так и в

случае наклонных и криволинейных границ между слоями. Данный результат может

быть полезен при решении различных задач сейсморазведки.
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