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Численно решена серия задач взаимодействия ледяного поля с вертикально плоской конструкцией 
с использованием разработанного вычислительного комплекса на основе разрывного метода Га-
лёркина. Полученные результаты вычислений были обработаны и на основе этих данных произве-
дён анализ максимальной глобальной нагрузки на конструкцию при различных физико-механи- 
ческих параметрах льда. В качестве таких параметров были выбраны модуль Юнга, предел теку- 
чести, предел прочности на растяжение и пластическая деформация разрушения.
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Соударение ледяного поля с опорой – сложный 
физический процесс, который зависит от физи-
ко-механических параметров льда (модуль Юнга, 
предел текучести и др.), обусловленных, в свою 
очередь, параметрами внешней среды. В зависи-
мости от этих параметров результат соударения 
льдины с опорой может сильно различаться и ко-
личественно, что выражается в различных значе-
ниях максимальной глобальной нагрузки на опо-
ру – суммарной внешней силы, и  качественно, 
что может быть видно по различным режимам 
разрушения ледяного образования. Лаборатор-
ные и полевые эксперименты по разрушению льда 
[5, 8, 11] предоставляют важную информацию 
о свойствах и режимах разрушения, но их резуль-
таты зачастую сложно экстраполировать на реаль-
ные случаи соударения льдин с опорами. Однако 
путём калибровки механико-механических моде-
лей с помощью экспериментальных данных мож-
но построить модель, предсказывающую воздей-
ствие ледяных образований на опору в реальных 
условиях.

Задача соударения льдины с неподвижной опо-
рой является важной практической задачей и уже 
предпринимались попытки её численного реше-
ния в [1, 3–5, 8]. Так, например, в [10] двумерная 
задача столкновения льдины со стационарной 

опорой решена с  помощью метода дискретных 
элементов и получены зависимости средней на-
грузки на опору от времени. В работе [6] решалась 
аналогичная задача, но с  применением модели 
CZM (Сohezive Zone Model); были получены раз-
личные режимы разрушения льдины.

В данной работе исследована зависимость гло-
бальной нагрузки на неподвижную опору от фи-
зико-механических параметров льда. Это важно, 
так как физико-механические характеристики 
льда могут меняться в зависимости от темпера-
туры, солёности и других параметров. Поскольку 
для такого анализа необходимо провести большое 
количество численных экспериментов, варьируя 
различные параметры, и, следовательно, такое ис-
следование может быть ресурсозатратным, была 
выбрана двумерная постановка. Характер гло-
бальной нагрузки в трёхмерной постановке оста-
нется тем же.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Лёд имеет сложную структуру и для описания 
его поведения необходимо использовать слож-
ные механико-математические модели. Некото-
рые эффекты трудно учесть явным образом, так 
как это многократно усложнит механико-мате-
матическую модель, а  также потребует знания 
дополнительных констант, для измерения и ис-
следования которых потребуются специальные 
натурные эксперименты. В рамках данной рабо-
ты для льда выбрана модель упругопластической 
среды. Основная идея механико-математической 
модели соответствует современным тенденциям 
в моделировании льда. Различные авторы вносят 
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небольшие изменения, основанные на экспери-
ментальных данных, усложняя, например, вид за-
висимости порога текучести от давления. В ходе 
литературного обзора принципиально новых идей 
не было обнаружено. В работе используется модель 
Прандля–Рейса с условием текучести Мизеса– 
Шлейхерта [2]. Систему определяющих уравне-
ний можно записать в следующем виде:
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vi – компоненты скорости среды в данной точке, 
σ  – тензор напряжения Коши, ε  – тензор дефор-
мации, ρ  – плотность, λ  и µ  – параметры Ламе, 
k0  и α  – параметры материала, определяющие 
момент наступления пластического течения или 
хрупкости, а девиатор тензора напряжений sij  и 
давление p  определяются следующим образом:

= σ + δ = − σs p p,
1
3

.ij ij ij ii

Условия (1), (2) носят название условий Мизе- 
са–Шлейхерта.

В качестве критериев разрушения выбраны 
критерий на максимальное главное напряжение 
и критерий на максимальную пластическую де-
формацию. Согласно критерию на максимальное 
главное напряжение, на границах ячейки возни-
кают трещины, если максимальное главное зна-
чение тензора σij  на них превышает некоторую 
величину σ .max  Процесс образования трещин 
описывается как замена ребра-контакта на две 
свободные границы. Критерий на максималь-
ную пластическую деформацию работает в плас- 

тическом режиме. Как только ε = ε ε
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Так как после разрушения ячейки пластическая 
часть тензора деформации должна описывать не 
упругопластичный материал, а скорее раздроб- 
ленный, то необходимо скорректировать механи-
ческие параметры, соответствующие этой ячейке. 
В данной работе рассматриваются два варианта 
такой корректировки. В первом варианте коррек-
тируется второй параметр Ламе при условии со-
хранения коэффициента всестороннего сжатия K:

′µ = α µµ .

При этом зануляются главные напряжения в слу-
чае растяжения. Во втором варианте корректиру-
ется только предел текучести:

′ = αk k,k

где α ≈µ 0,1  и α ≈ 0,1.k

С помощью разрывного метода Галёркина [7] 
и описанной выше модели численно решалась се-
рия задач взаимодействия ледяного поля с верти-
кальной опорой. На рис. 1 представлена расчётная 
область. Ледяное поле толщиной 1 м и длиной 10 м  
сталкивается с  зафиксированным препятстви-
ем (на правой торцевой границе ледяного обра-
зования задана фиксированная скорость, что 
соответствует модели полубесконечного поля). 
В этой модели независимо варьировались четы-
ре параметра: модуль Юнга E, предел текучести 
k, предел прочности на растяжение σmax и пла-
стическая деформация разрушения ε .p

max  Дру-
гие параметры, такие как плотность ρ  коэффи-
циент Пуассона ν,  не варьировались, так как они 
в  отличие от параметров, приведённых выше, 
являются постоянными в  широком диапазоне 
температур [13] и  солёностей [9]. Для каждого 
набора параметров проводили численный экс-
перимент и  рассчитывали максимальную гло-
бальную нагрузку, действующую на опору. На-
чальные параметры льда были взяты из работы 
[12]. В  частности, модуль Юнга = ⋅E 5 109 Па,  
предел текучести = ⋅k 2,5 106  Па, предел прочно-
сти на растяжение σ = ⋅1,2 10max

6 Па и пластиче-
ская деформация разрушения ε = 0,012.p

max

Рис. 1. К задаче воздействия ледяного поля на вер-
тикальную стойку опоры.
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ИЗМЕНЕНИЕ МАКСИМАЛЬНОЙ  
ГЛОБАЛЬНОЙ НАГРУЗКИ  

ПРИ ВАРЬИРОВАНИИ ФИЗИЧЕСКИХ 
ПАРАМЕТРОВ ЛЬДА

З а в и с и м о с т ь  г л о б а л ь н о й  н а г р у з -
к и  о т  м о д у л я  Ю н г а  E. При варьировании 
модуля Юнга от 1 до 7 ГПа максимум глобаль-
ной нагрузки не меняется. Это объясняется тем, 
что при низких скоростях столкновений (≤ 1 м/c) 
глобальная нагрузка определяется прежде всего 
не упругими характеристиками льда, а пластиче-
скими и прочностными. 

З а в и с и м о с т ь  г л о б а л ь н о й  н а г р у з -
к и  о т  п р е д е л а  т е к у ч е с т и  k. При варьи-
ровании предела текучести глобальная нагрузка 
вначале линейно возрастает, а  затем достигает 
насыщения. Линейный рост объясняется тем, 
что при больших пределах текучести лёд может 
испытывать большие напряжения до того, как 
перейти в  режим пластичности. Причиной на-
сыщения глобальной нагрузки при увеличении 
предела текучести является хрупкое разрушение 
льда (рис. 2). При значительных нагрузках растя-
гивающие напряжения в углах ледяного поля на 
контакте превышают предел прочности на растя-
жение и лёд начинает ломаться хрупко, не доходя 
до пластического режима. На рис. 3а представлен 
график зависимости глобальной нагрузки от пре-
дела текучести.

З а в и с и м о с т ь  г л о б а л ь н о й  н а г р у з -
к и  о т  п р е д е л а  п р о ч н о с т и  н а  р а с т я -
ж е н и е  σmax. Аналогичная ситуация наблюдается 
при варьировании предела прочности на растяже-
ние. В районе средних значений этого параметра 
σ = ⋅1,2 10max

6 Па глобальная нагрузка не зави-
сит от него, так как при этом максимальная на-
грузка определяется пределом текучести. Однако 

при уменьшении этого параметра лёд, так же как 
и в предыдущем пункте, начинает ломаться хруп-
ко. В этом случае глобальная нагрузка зависит от 
предела прочности на растяжение линейно. На 

Рис. 2. Характерные картины разрушений ледяно-
го образования. Цветом показана величина работы 
пластической деформации 

Рис. 3. Зависимость максимальной нагрузки от предела текучести льда (а) и предела прочности на растяжение (б).
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рис. 3б представлен график зависимости глобаль-
ной нагрузки от предела прочности на растяжение.

З а в и с и м о с т ь  г л о б а л ь н о й  н а г р у з к и 
о т  п л а с т и ч е с к о й  д е ф о р м а ц и и  р а з р у -
ш е н и я  ε .p

max  От пластической деформации разру-
шения максимум глобальной нагрузки не зависит, 
поскольку эта нагрузка, как правило, принимает 
максимальное значение при переходе из упругого 
режима в пластичный и затем не возрастает. 

Таким образом, с помощью численного модели-
рования произведён анализ чувствительности мак-
симальной глобальной нагрузки от ледяных полей 
на вертикальные конструкции к изменению следу-
ющих параметров: модуль Юнга, предел текучести, 
предел прочности на растяжение и пластическая 
деформация разрушения. Остальные параметры 
выбранной механико-математической модели за-
ведомо не влияют на нагрузку. В результате полу-
чено, что глобальная нагрузка ограничивается либо 
пределом текучести, либо пределом прочности на 
растяжение. При больших значениях предела проч-
ности на растяжение по сравнению с пределом теку-
чести максимальная глобальная нагрузка определя-
ется напряжением в момент хрупкого разрушения 
льда. В противном случае, когда предел прочности 
на растяжение мал по сравнению с пределом теку-
чести, нагрузка определяется напряжением в пла-
стическом режиме. От модуля Юнга и пластической 
деформации разрушения максимальная глобальная 
нагрузка не зависит.

Работа выполнена при финансовой поддержке 
гранта РНФ 14–11–00434.
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